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Sommario

Un logical framework & un sistema formale progettato per dare concrete rappresentazioni di sistemi
deduttivi e delle loro proprieta. Proposte basate su logiche e teorie dei tipi intuizionistiche, quali
il logical framework LF, sono state ampiamente usate per studiare formalismi logici e linguaggi di
programmazione. Sfortunatamente, molti costrutti e concetti di uso ricorrente in programmazione
non vengono rappresentati in maniera soddisfacente in questi meta-linguaggi. In particolare,
costrutti basati sulla nozione di stato, presenti ad esempio nei linguaggi di programmazione im-
perativi, spesso vengono meno ad un’elegante formalizzazione per mezzo di questi strumenti.
Similmente, sistemi logici che, per definizione (quali le logiche substrutturali) o per presentazione
(quale il calcolo dei sequenti intuizionistico privo di contrazione di Dyckhoff), sono basati su
riduzioni distruttive del contesto richiedono codifiche innaturali in un logical framework intuiz-
ionistico. Conseguentemente, ’adeguatezza della rappresentazione risulta difficile da dimostrare,
e la meta-teoria formale diventa rapidamente intrattabile.

La logica lineare permette una visione delle formule nel contesto come risorse, la quale puo
essere sfruttata per modellare la nozione di stato. Le proposte attuali, Forum ad esempio, mettono
I’accento sul rappresentare costrutti imperativi e logiche basate su risorse, ma appaiono inadeguati
per ragionare concretamente su queste rappresentazioni. D’altra parte, sistemi basati su teorie
dei tipi intuizionistiche quali L rendono semplice la meta-rappresentazione del ragionamento,
ma non offrono alcuna nozione di linearita.

Proponiamo un Logical Framework Lineare, battezzato LLF, che combina il potere espressivo
dei tipi dipendenti e ’abilita della logica lineare di modellare concretamente formalismi con stato.
LLF estende la teoria dei tipi sottostante a LF con operatori lineari, visti in questo contesto come
costruttori di tipi, e i conseguenti costruttori e distruttori al livello oggetto. Questo permette di
raffinare la metodologia di meta-rappresentazione che caratterizza questo formalismo per inglobare
sistemi deduttivi con stato. LLF & stato usato per dare concrete rappresentazioni a proprieta di
linguaggi di programmazione imperativi, ad aspetti di logiche e A-calcoli lineari, e ad alcuni giochi.
Essendo un’estensione conservativadi LF, LLF eredita inoltre la ricca libreria di esempi codificati
con successo per mezzo di questo formalismo. LLF si presenta inoltre adeguato per un’efficiente
implementazione come un linguaggio di programmazione logica nello stile di Elf.

I principali contributi di questo lavoro sono: (1) la definizione di una teoria dei tipi uniforme

che ammetta entita lineari in congiunzione con tipi dipendenti; (2) 'uso di questo sistema come
un logical framework per rappresentare e ragionare su problemi che non sono trattati in maniera



soddisfacente da formalismi precedenti, sia lineari che intuizionistici; (3) la descrizione di una
semantica operazionale che costituisce il primo passo verso I'implementazione di questo formalismo
sotto forma di un linguaggio di programmazione logica lineare.
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Capitolo 1

Introduzione

I linguaggi formali furono originariamente sviluppati in ambito logico allo scopo di dare rigorosi
fondamenti alla matematica e alla logica stessa. La loro popolarita crebbe in maniera signific-
ativa con ’avvento dell’Informatica come disciplina scientifica, e degli elaboratori elettronici come
realta economica. Con sporadiche eccezione derivanti dai progressi dell’Intelligenza Artificiale,
Iinterazione con sistemi informatici avviene infatti attraverso comandi e linguaggi di program-
mazione caratterizzati da una sintassi rigida la quale da origine ad operazioni non ambigue.

I sistemi formali sono stati per un lungo tempo descritti informalmente (come quando si
insegna un corso introduttivo di linguaggi di programmazione), o semi-formalmente (come nella
maggior parte dei libri di logica matematica). Presentazioni semi-formali di linguaggi formali gen-
erici spesso assumono la forma di sistemi deduttivi (si veda [ML85a, ML85b] per le motivazioni
filosofiche e lo sviluppo storico di questa nozione). In queste presentazioni, la nozione di giud-
izio, definito come una relazione tra elementi lessicali del linguaggio, gioca un ruolo centrale. |
giudizi permettono di definire aspetti di un linguaggio formale quali la sua sintassi (ad esempio
e & un’espressione, oppure A & una formula ben formata) e la sua semantica (ad esempio A é una
formula valida, o e ha tipo 7, oppure e ha valore v). Possono anche essere usati per esprimere
aspetti della meta-teoria del linguaggio (ad esempio i tipi non cambiano durante la valutazione).
I giudizi sono spesso specificati per mezzo di regole d’inferenza schematiche (ad esempio A A B
é una formula valida se sia A che B sono formule valide). Istanze di regole vengono concatenate
per fornire evidenza della validita di giudizi sotto forma di derivazioni. Si noti che aspetti con-
cettualmente differenti di un linguaggio formale, quali la sua sintassi, la sua semantica e la sua
meta-teoria, vengono specificati in maniera uniforme come giudizi in un sistema deduttivo. Simil-
mente, i sistemi deduttivi permettono di dare specifiche uniformi a linguaggi formali possibilmente
distanti quali logiche e linguaggi di programmazione di vario tipo.

I primi tentativi di formalizzare sistemi deduttivi avevano motivazioni teoriche: ad esempio, la
codifica di Godel delle formule logiche del prim’ordine come numeri naturali servirono il proposito
di dimostrare i suoi famosi teoremi d’incompletessa [G6d31]. Oggi, la formalizzazione di sistemi
deduttivi ha scopi molto pratici e, come cercheremo di sostanziare con alcuni esempi, metodi
efficaci per raggiungere quest’obiettivo diventeranno presto un’assoluta necessita.



Dal punto di vista dei linguaggi di programmazione, un compilatore trasforma un programma
P scritto in un linguaggio sorgente (solitamente di alto livello) in un programma P’ in un linguag-
gio destinazione (normalmente diverso, di livello pid basso). La traduzione attuata dal compilatore
¢ corretta se P e P’ manifestano un identico comportamento. Attualmente, la correttezza & ac-
certata empiricamente: non appena una prima implementazione ¢ disponibile, ¢ collaudata su un
ampio campione di programmi di prova in cerca di comportamenti anomali, e poi riconsegnato al
programmatore per correggerli. Il ciclo di collaudo e correzione procede fintantoché il compilatore
non si comporta nella maniera attesa. Chiaramente, questa evidenza statistica di correttezza non
garantisce la correttezza reale a causa dell’inevitabile incompletezza del campione di programmi.
Metodi concreti di formalizzare i giudizi che descrivono i linguaggi sorgente e destinazione nonché
le trasformazione effettuate dal compilatore, sono prerequisiti per dare dimostrazioni formali della
correttezza del processo di compilazione. Inoltre, se questi metodi possono essere meccanizzati, la
correttezza del compilatore puo essere controllata automaticamente. 1 benefici di quest’approccio
sono evidenti poiché non solo eliminerebbe il ciclo di collaudo e correzione e i notevoli costi che
ne derivano, ma garantirebbe anche la piena correttezza del compilatore, che non si puo ottenere
con i metodi attuali.

Simili considerazioni si applicano alla progettazione di componenti hardware quali micropro-
cessori. Le specifiche funzionali di alto livello di un chip vengono “compilate” in un sistema di
porte logiche. Un errore durante questa fase pud portare a disastri economici, come accadde nel
1994 con il processore Pentium difettoso della Intel. Invece, la formalizzazione di questo processo
garantisce la correttezza del chip fisico rispetto alle specifiche di alto livello. 1l sistema NQTHM,
meglio noto come dimostratore di teoremi di Boyer-Moore [BM78, BM88], & stato usato per veri-
ficare a posteriori la correttezza dei processori Motorola MC68020 e DEC Alpha, e per specificare
da capo un chip Motorola [Moo94].

Il compito dei logici moderni & angosciante a causa della complessita che i sistemi logici hanno
acquistati per guadagnare in espressivita. Uno studente universitario gia sperimenta questa re-
altd in corsi introduttivi di logica matematica quando viene confrontato con i 27 o pii casi (in di-
pendenza della formulazione) della dimostrazione del teorema di eliminazione del taglio di Gentzen
[Pfe95b, Sza70]. I’intera logica lineare raddoppia il numero dei connettivi e quadruplica il numero
di casi da analizzare: pochi ricercatori hanno tentato dimostrazioni diretto dell’eliminazione del
taglio per questo formalismo [GP94, Pfe94b, Roo91]. La logica generale LU [Gir93] differenza
ulteriormente questi connettivi (ad esempio la disgiunzione & sgretolata in nove micro-connettivi)
e, a nostra conoscenza, nessuno ha intrapreso una dimostrazione di questa proprieta per questa
logica.

Se, ad esempio, una dimostrazione di eliminazione del taglio per LU verra maifornita, sara cos{
lunga che numerosi errori rischiano di passare inosservati, anche al lettore piu attento. Anche se
questa dimostrazione & corretta, non e detto che ci fideremo dei nostri poteri di concentrazione e la
rifiuteremo come supporto alla validita del teorema di eliminazione del taglio per LU. Similmente,
credere che tutte le dimostrazione in questa tesi siano corrette sarebbe un atto di fede cieca. E
infatti probabile che numerosi errori (minori si spera) siano passati inosservati anche dopo le
numerose riletture. Abbiamo forse raggiunto il punto nello sviluppo della logica in cui dobbiamo
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tristamente discordare con Kreisel quando dichiara (sebbene in un contesto leggermente differente)
che “riconosciamo una dimostrazione quando ne vediamo una” [ML73]?

L’abilita di formalizzare sistemi logici porta alla possibilita di meccanizzare il processo di veri-
fica della validita di una dimostrazione. Pertanto, se riusciamo a formalizzare una dimostrazione,
eventualmente pit lunga di quanto la mente di una persona normale possa gestire (quale il nostro
esempio riguardante I.U), possiamo fare verificare la validita di questa dimostrazione ad un com-
puter. Sosteniamo che verificatori automatici di teoremi stanno diventando una necessita. Inoltre,
il lavoro dei logici verrebbe grandemente semplificati dalla disponibilita di generatori automatici
di teoremi. Ritornando al nostro esempio, & verosimile che molti casi in una dimostrazione di
eliminazione del taglio per LU siano immediati e possano essere generati facilmente, mentre solo
pochi richiedono un intervento umano. Questa tesi e piena di teoremi e lemmi validi sulla base
di semplici induzioni. L’aiuto di un generatore di dimostrazione avrebbe semplificato il nostro
compito, permesso un lavoro pii completo e garantito ['assenza di errori. Di nuovo, un pre-
requisito alla costruzione di strumenti di sviluppo di dimostrazioni & la possibilita di formalizzare
sistemi formali.

Simili osservazioni si applicano anche all progettazione di linguaggi di programmazione. In-
fatti, linguaggi moderni quali ML [MTH90] sono formalismi attentamente costruiti che combinano
un gran numero di aspetti in un sistema armonico. Le intuizioni iniziali devono essere formalizzate
come proprieta del linguaggio e verificate allo scopo di evitare difetti di progettazione. Pertanto
il compito del progettista di linguaggi di programmazione assomiglia all’attivita del logico, e en-
trambi hanno bisogno di ambienti di sviluppo simili per migliorare la qualita del loro lavoro.
Una notevole parte di questa tesi, ad esempio, & dedicata al dimostrare che il formalismo che
proponiamo puo essere adeguatamente visto come un linguaggio di programmazione.

La formalizzazione concreta di un sistema deduttivo £, consiste di due passi. Innanzitutto,
dobbiamo fornire un sistema deduttivo £, adeguato a rappresentare L, e a catturare le forme di
ragionamento che intendiamo modellare. £, e £, vengono convenzionalmente chiamati il meta-
linguaggio e il linguaggio oggetto rispettivamente. Si noti che £, deve essere in grado di dare
una rappresentazione a tutti i giudizi e derivazioni di £, che prendono parte alla specifica delle
proprieta che desideriamo formalizzare; questi, in generale, non sono limitati alla definizione della
sintassi di questo linguaggio.

Inoltre, dobbiamo adottare una metodologia di meta-rappresentazione che governi la codifica
di derivazioni e giudizi di £, in £,. La rappresentazione del sistema oggetto deve essere adeguata
alla forma di meta-ragionamento che intendiamo fare. Con cio, vogliamo dire che ogni entita di
interesse al livello oggetto deve essere codificata in maniera distinta, e che deve essere possibile
decidere se un’espressione del meta-linguaggio ¢ o meno la codifica di un qualche giudizio o de-
rivazione del livello oggetto. Crediamo che ogni formalizzazione di un sistema oggetto deve essere
accompagnato da una dimostrazione dell’adeguatezza dello schema di meta-rappresentazione su
cui si basa. Questo passo viene spesso ignorato, in generale perché il meta-linguaggio e il lin-
guaggio oggetto sono cosf distanti che una dimostrazione semi-formale di questa corrispondenza
& troppo laboriosa.



Ritornando ai nostri esempi, un compilatore verrebbe rappresentato da una funzione che
mappa operazioni nel linguaggio sorgente in costruzioni semantiche nel linguaggio destinazione.
Entrambe sono espresse come (sequenze di) regole di inferenze rispetto alle quali sono stati astratti
i dati concreti su cui dovrebbero operare. Verificare la correttezza del compilatore si riduce alla
dimostrazione che i singoli schemi di traduzione adottati associano a costrutti sorgenti sequenze
di istruzioni nel linguaggio destinazione che sono equivalenti rispetto ad un qualche modello
di riferimento. Si noti che programmi sorgente e destinazioni reali non vengono mai presi in
considerazione: ’adeguatezza della rappresentazione garantisce che la codifica di ogni costrutto
astratto riflette la sua semantica in programmi oggetto concreti.

Similmente, una dimostrazione di eliminazione del taglio per LU verrebbe rappresentata come
una relazione tra una derivazione generica e una derivazione priva di tagli. La dimostrazione &
corretta se questa relazione associa ad ogni derivazione valida per un sequente dato una derivazione
priva di tagli per lo stesso sequente. Di nuovo, cid che viene effettivamente verificato & che i singoli
schemi di eliminazione del taglio siano corretti, e I’adeguatezza della rappresentazione garantisce
che questa correttezza si estende a derivazioni concrete.

La scelta di un sistema di rappresentazione £, e di una metodologia di codifica ¢ importante
allo scopo di ottenere formalizzazioni concretamente utilizzabili. Dalla discussione precedente,
appare che una proprieta desiderabile per un meta-sistema e la possibilita di automatizzare le op-
erazioni che mette a disposizione per fare meta-ragionamento. Questa richiesta porta ad escludere
popolari candidati quali la semantica denotazionale [Gun92], in quanto basati su linguaggi, quali
logiche di punto fisso e teoria degli insiemi, i cui costrutti sono difficili da meccanizzare per scopi
di meta-rappresentazione pratici e per il conseguente meta-ragionamento.

I linguaggi di programmazione general-purpose sono automatizzabili, ma spesso mancano degli
strumenti adeguati a rendere agevole il compito di meta-programmagzione. Si assuma ad esempio
di volere rappresentare una dimostrazione di eliminazione del taglioin C'. Dobbiamo incominciare
da capo definendo adeguate strutture di dati per rappresentare formule e derivazioni, poi fornire
del codice per verificare che sono ben formate, per manipolarle, applicare condizioni collaterali
circa le variabili libere e legate, effettuare sostituzioni, ecc. Anche per una logica semplice, il
programma risultante & grosso e probabilmente ancora pii complesso della dimostrazione la cui
correttezza vogliamo verificare. Se confidiamo nella nostra abilita di scrivere codice corretto e non
abbiamo bisogno di convincere formalmente altri, possiamo adottare questo approccio. Tuttavia,
se insistiamo sulla possibilita di dimostrare teoremi di adeguatezza, questa non & la strada giusta.

Vorremo invece limitarci a trascrivere le dimostrazioni del livello oggetto nel meta-linguaggio
senza dover scrivere pagine e pagine di codice ausiliario. Il linguaggio di rappresentazione deve
pertanto fornire costrutti in grado di astrarre problemi di basso livello e permettere di con-
centrarci su aspetti pia vicini al problema in esame. Quest’osservazione ha portato all’idea
che, se identifichiamo costrutti ricorrenti in sistemi deduttivi che richiedono complesse procedure
ausiliarie in un linguaggio di programmazione general-purpose, potremo specializzare il meta-
linguaggio per gestirle internamente, alleviando l'onere dall’utente-programmatore. | costrutti
che legano variabili (i quantificatori in logica e i parametri formali di funzioni e procedure
nei linguaggi di programmazione) esibiscono queste indesiderabili proprieta poiché introducono
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complesse regole di visibilita e sono soggette a sostituzioni. Una soluzione a questo problema fu
data dall’introduzione degli indici di de Bruijn per indicare le variabili [dB72]. Questo metodo
viene usato in molti dei linguaggi di meta-rappresentazione descritti qui sotto. Una soluzione
alternativa deriva dall’osservazione che i linguaggi contenenti nel loro nucleo un A-calcolo sono
adeguati per rappresentare costrutti che legano variabili [Chu32a, Chu32b]. La A-astrazione pud
infatti venire usata per modellare generici costrutti di questo tipo non appena rappresentiamo le
variabili oggetto per mezzo di variabili del meta-linguaggi: i problemi riguardanti il nome delle
variabili oggetto legate vengono gestiti via a-conversione nel meta-linguaggio e la sostituzione
di livello oggetto viene modellata per mezzo dell’applicazione e conseguenti -riduzione al meta-
livello. Questo metodo di rappresentazione € noto come sintassi astratta di ordine superiore.

Linguaggi specializzati per dare concrete ed utilizzabili rappresentazioni a sistemi deduttivi
vengono chiamati logical framework (framework per rappresentare logiche) e cadono in due cat-
egorie strettamente correlate. Da un lato, vi sono i formalismi logici basati su una logica di ordine
superiore, quale il linguaggio delle formule di Harrop ereditarie di ordine superiore [MNPS91].
Dall’altro, varie estensioni verso teorie dei tipi di A-calcoli [Bar92] offrono potenti strumenti per
ragionare su linguaggi oggetto. kra le numerose proposte che cadono in questa categoria, ricord-
eremo i linguaggi della famiglia AUTOMATH [dB80], le teorie dei tipi costruttive di Martin-Lof
[MLS80], LF [HHP93], il calcolo delle costruzioni [CH88] e le sue estensioni quali il calcolo delle
costruzioni induttive [PM93]. Ritorneremo su questi formalismi pid avanti.

Questi meta-linguaggi possiedono differenti proprietd e i ricercatori che li hanno sviluppati
erano mossi da diversi obiettivi. La ricca varieta presente nelle loro implementazioni non & per-
tanto sorprendente. Possiamo comunque distinguere due filoni di ricerca. Da un lato il linguaggio
delle formule di Harrop ereditarie di ordine superiore e LF sono stati implementati sotto forma dei
linguaggi di programmazione logica AProlog [Mil89] e Elf [Pfe91, Pfe94a] rispettivamente. D’altro
canto, altri formalismi hanno invece portato alla realizzazione di verificatori di teoremi (ad es-
empio AUTOMATH [dB80]) oppure di ambienti interattivi per lo sviluppo di dimostrazioni con
caratteristiche diverse: Cog [DFH193] (calcolo delle costruzioni induttive), LEGO [LP92, Pol94]
(calcolo delle costruzioni esteso), ALF [MN94, Nor93] (teorie dei tipi di Martin-L&f), NuPrl
[CT86] (prime versioni della teoria dei tipi di Martin-Lof), Isabelle [Pau88, Pau93] (formule di
Harrop ereditarie di ordine superiore).

Sebbene siano ancora oggetti di intensa ricerca, questi formalismi e le loro implementazioni
vengono ormai usati con successo da anni come strumenti di meta-rappresentazione e meta-
ragionamento. Numerosi problemi in matematica (ad esempio la formalizzazione del Foundations
of Analysis di Landin [Jut77]), logica (ad esempio il primo teorema di incompletezza di Gédel
[Sha94] e il teorema di eliminazione del taglio per la logica tradizionale [Pfe95b]), teoria dei tipi
(ad esempio la proprieta di Church-Rosser per il A-calcolo non tipato [dB72, Hue94, Nip95, Pfe99,
Ras95, Sha88]) e la teoria dei linguaggi di programmazione (ad esempio proprieta del linguaggio di
programmazione funzionale Mini-ML [MP91]) sono stati dotati di eleganti e utili rappresentazioni
in questi formalismi.

Tuttavia, molti costrutti e concetti impiegati nella comune attivita di programmazione non
possono venire rappresentati in maniera soddisfacente in questi meta-linguaggi. In particolare,



costrutti basati sulla nozione di uno stato che evolve con il procedere della computazione, presenti
in tutti i linguaggi di programmazione imperativi, sfuggono ad un’elegante formalizzazione per
mezzo di questi strumenti. Similmente, sistemi logici che, per definizioni (ad esempio la logica
lineare e altre logiche substrutturali) o per presentazione (ad esempio il calcolo dei sequenti
intuizionistico di Dyckhoff privo di contrazioni) sono basati su riduzioni del contesto distruttive,
hanno codifiche poco pratiche in questi logical framework. Queste difficolta si possono rintracciare
nel fatto che i summenzionati meta-linguaggi traggono la loro origine da logiche e teorie dei tipi
intuizionistiche tradizionali. Questi formalismi non offrono un supporto diretto alla nozione di
uno stato mutabile, come richiesto dai sistemi suddescritti. Una qualche codifica dello stato
deve essere passata in giro e manipolata esplicitamente per mezzo di dichiarazioni ausiliarie, ad
esempio per accedere o cambiare il valore di una variabile. E difficile mostrare che programmi
oggetto vengono codificati correttamente e ragionare su questi oggetti (ossia sulla loro meta-
rappresentazione) diventa rapidamente intrattabile [Pfe94b]. Si ha una situazione simile alla
codifica dei costrutti che legano variabili nei linguaggi di programmagzione general-purpose, come
descritto in precedenza.

Queste limitazioni impediscono lo sfruttamento nello sviluppo del software commerciale degli
alti potenziali dei logical framework. Infatti, le applicazioni industriali sono scritte per mezzo di
efficienti linguaggi imperativi e pertanto richiedono strumenti in grado di manipolare costrutti
basati su stato. Lo spettro di applicabilita dei logical framework tradizionali & invece limitato a
linguaggi di programmazione funzionali e logici puri. Pertanto, sosteniamo che i logical framework
avranno opportunita di circolazione al di fuori del mondo accademico solamente quando verranno
attrezzati con la possibilita di modellare in maniera effettiva costrutti di programmazione imper-
ativi.

Diversamente dai formalismi tradizionali, la logica lineare [Gir87] offre una visione delle for-
mule logiche come risorse consumabili. E stato notato che questa prospettiva puo essere sfruttata
per modellare la nozione di stato, come descritto ad esempio in [Chi95, HM94, Mil94, Wad90].
Le proposte attuali mettono I’accento sul problema della rappresentazione di costrutti imperativi
e logiche basate su risorse, ma appaiono inadeguati per fare ragionamenti concreti su queste
rappresentazioni. D’altra parte, i framework intuizionisti presentati pii sopra rendono semplice
I’effettuazione del meta-ragionamento, ma non includono alcuna nozione di linearita.

Lo scopo di questa tesi & di combinare gli strumenti e le metodologie di meta-ragionamento
offerte dai logical framework tradizionali e I’abilita della logica lineare di trattare stati mutevoli in
un sistema di meta-rappresentazione uniforme. Il linguaggio di questo logical framework lineare
(LLF) & una teoria dei tipi lineare che integra pacificamente operatori e concetti propri della
logica lineare e costrutti della teoria dei tipi sottostante al logical framework LF. La metodologia
di meta-rappresentazione di LLF estende le tecniche disponibili in LF con metodi semplici e
diretti per la rappresentazione di uno stato mutevole. Dimostrare risultati di adeguatezza diventa
di nuovo fattibile. Similmente a LF, LLF possiede forti proprietda computazionali e pud venire
implementato come un linguaggio di programmazione logica (lineare).

Dopo questo preambolo piutyosto lungo, collocheremo LLF nello sviluppo storico della logica
lineare, dei logical framework, della teoria di tipi e della programmazione logica. Poi, in Sezione
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1.2, riassumeremo i risultati contenuti in questa tesi e tenteremo di motivare la loro rilevanza.
Infine, presenteremo la struttura di questa tesi in Sezione 1.3.

1.1 Prospettiva Storica

La progettazione di LLF mette assieme idee e tecniche provenienti da quattro aree della logica
e dell'informatica: la logica lineare, i logical framework, la teoria dei tipi e la programmazione
logica. Descriveremo ora brevemente lo sviluppo di ciascuna di queste aree e discuteremo i sistemi
correlati pid da vicino a LLF. La presentazione e informale, ma definizioni precise verranno date
nel corpo di questa tesi.

La Logica Lineare

La logica lineare [Gir87] fu presentatanel 1987 da Girard e trae origine da ricerche nell’ambito della
semantica formale e della teoria dei tipi [GLT88]. Raffina la logica tradizionale con I'imposizione di
rigidi vincoli sull’uso e riuso delle formule logiche presenti nel contesto. Questo porta naturalmente
all’interpretazione delle assunzioni logiche come risorse che possono venire consumate durante
una dimostrazione (mentre la logica tradizionale permette al massimo di produrle). Fu presto
realizzato che questa proprietd ha numerose applicazioni in varie aree: pud essere usata per
modellare processi concorrenti [Asp87, GG89, Laf90, MOMI1, Mil92, Pra91], per I’elaborazione
del linguaggio naturale [Lam95], in teoria della complessita [GSS92], per analizzare programmi
funzionali [Abr93, CGR92, Laf88, LM92, RW91, Wad91] e logici [Cer92], ed & stata usata come
fondamento per vari linguaggi di programmazione, sia funzionali [Mac91] che logici [AP91, KY93,
HM94, Mil94, HW95]. Fu inoltre notato che la logica lineare offre mezzi semplici per modellare
uno stato mutevole [Chi95, HM94, Mil94, Wad90] e sistemi deduttivi basati su una gestione non-
monotonica delle assunzioni [HM94]. In questa tesi, ci avvantaggiamo di quest’ultima proprieta e
sviluppiamo una teoria dei tipi lineari. Descriviamo inoltre come puo venire implementata sotto
forma di linguaggio di programmagzione logica lineare.

I Logical Framework

Nel preambolo, abbiamo definito un logical framework come un linguaggio specialmente progettato
per permettere rappresentazioni effettive di sistemi deduttivi. L’accento & stato posto sulla possib-
ilita di implementare questi linguaggi allo scopo di permettere un trattamento automatizzato delle
rappresentazioni. La richiesta minima consiste nell’abilita di verificare che la rappresentazione di
un giudizio o di una derivazione di livello oggetto sia corretta. In addizione a questo, si richiede
spesso la possibilita di generare una derivazione per un giudizio dato. Finalmente, pud essere
desiderabile fornire una deduzione o giudizio incompleto e aspettarsi che I'implementazione lo
completi come risultato della computazione.

Il problema del verificare la validita di una derivazione per un giudizio dato & noto come
proof-checking e viene ridotto a type-checking in linguaggi basati su una teoria dei tipi. Tutte le
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realizzazioni concrete di logical framework contengono un proof-checker allo scopo di realizzare
questo compito fondamentale. Chiaramente, questo problema pud venire automatizzato solamente
in linguaggi per i quali & possibile decidere se una derivazione & valida. Tutti i framework ai quali
siamo interessati possiedono questa proprieta.

La generazione o il completamento di una dimostrazione per un giudizio dato ¢ un problema di
proof-search. In dipendenza del potere espressivo del meta-linguaggio, pud essere piti 0 meno arduo
in pratica. Conseguentemente, un logical framework pud venire implementato come un sistema
interattivo per lo sviluppo di dimostrazioni oppure come un linguaggio di programmazione logica.

Un dimostratore di teoremi ¢ strutturato in un linguaggio di rappresentazione per descrivere
derivazioni e giudizi, e un motore inferenziale per fare meta-ragionamento. Il meta-linguaggio e
in generale una logica o una teoria dei tipi con le proprietd suddescritte. 1l motore inferenziale
¢ dedicato al proof-search. Cablare strategie di ricerca fisse in un dimostratore di teoremi porta
a sistemi poco pratici. Ambienti di sviluppo di dimostrazioni moderni offrono invece, in aggi-
unta a strategie di base, la possibilita di definire le euristiche di ricerca che meglio si adattano
al formalismo oggetto considerato. Queste euristiche, comunemente chiamate tactic e tactical,
vengono specificate per mezzo di un linguaggio di programmazione general-purpose. Ad esempio,
il dimostratore di teoremi di Boyer-Moore [BM78, BM88] offre un dialetto del Lisp per guidare il
processo inferenziale. Gli ambienti di sviluppo di dimostrazioni che presenteremo si basano invece
su ML. Questi linguaggi vengono a volte chiamati ‘meta-linguaggi’ (da cui ML deriva il suo nome;
non adottiamo questa terminologia allo scopo di evitare confusione). Si noti che questi sistemi
sono formati da due linguaggi distinti, un linguaggio di rappresentazione £, ottimizzato in modo
da descrivere entita del livello oggetto, e un linguaggio di programmazione general-purpose Lg per
specificare la ricerca. Il meta-ragionamento e pertanto svolto in Lg. Questo impedisce che le de-
rivazioni ritrovate vengano rappresentate da termini in £, e usati per fare ulteriore ragionamento
al livello della meta-teoria.

In programmazione logica, sia la rappresentazione del formalismo oggetto che il processo di
ragionamento vengono svolti nello stesso linguaggio. | giudizi sono rappresentati in generale da
formule atomiche e le derivazioni descritte per mezzo di termini che appaiono come argomenti in
queste formule. Qualora ’algoritmo di risoluzione, il mechanismo inferenziale di base in program-
mazione logica, risulta insufficiente, strategie piti complesse si possono codificare direttamente
nello stesso linguaggio. In molte proposte, come ad esempio in AProlog che descriviamo sotto,
il meta-ragionamento non produce un termine manipolabile da ulteriori computazioni. Pertanto
forme dirette di ragionamento meta-teorico non sono possibili. Altri linguaggi, quali Elf, mem-
orizzano i passi del processo di meta-ragionamento in proof-term che possono venire immediata-
mente utilizzati per ragionare su proprieta della meta-teoria.

Un formalismo puo essere implementato come un linguaggio di programmazione logica sola-
mente se il proof-search pud venire ristretto ad un insieme limitato di algoritmi che si possono
meccanizzare efficientemente. Molti logical framework basati su linguaggi molto espressivi, quali
il calcolo delle costruzioni [CH88], non possiedono questa proprietd, e devono pertanto essere
implementati come dimostratori di teoremi interattivi.
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Logical framework specifici e le loro implementazioni sono descritti pii sotto. Piuttosto che
seguire un rigido sviluppo storico, parliamo prima di programmazione logica e delle proposte
che sono state realizzate come linguaggi di programmazione logica. Poi, rivolgeremo la nostra
attenzione ai framework che sono stati sviluppati come proof-checker o dimostratori di teoremi,
la maggior parte dei quali & basata su una teoria dei tipi.

Sebbene I'importanza di questo problema sia stata riconosciuta [MPP92], il numero dei logical
framework che incorporano idee della logica lineare & molto limitato. Oltre alla proposta basata su
una teoria dei tipi oggetto di questa tesi, siamo a conoscenza solamente del linguaggio di specifica
Forum recentemente presentato da Miller.

La Programmazione Logica

[’idea di utilizzare la logica come un linguaggio di programmazione emerse a meta degli anni
60 quando Robinson [Rob65] propose una combinazione della risoluzione e dell’unificazione
(scoperta anni prima da Herbrand [Her71]) come una regola di inferenza per il linguaggio delle
clausole di Horn, un ristretto frammento della logica tradizionela. All’inizio degli anni 70,
Colmerauer e altri sfruttarono quest’idea nel linguaggio Prolog, originariamente progettato per
problemi di elaborazione del linguaggio naturale [CKvC73]. L’interpretazione procedurale della
risoluzione quale meccanismo computazionale di Prolog fu sistematicamente formulato da Kow-
alski in 1974 [Kow74, Kow79, Kow88]. Lo sviluppo di implementazioni efficienti per questo
linguaggio [AK91, War83] accrebbero la sua popolarita al punto che fu adottato per applicazioni
industriali in numerosi domini.

Un importante passo nello sviluppo della programmazione logica fu compiuto ad opera di
Miller e Nadathur con la presentazione del linguaggio AProlog [NM88, Mil89]. Oltre che alla
presenza di potenti costrutti non disponibili in Prolog, quali implicazioni e quantificatori univer-
sali nel corpo delle clausole, tipi e termini di ordine superiore, il principale contributo di questi
autori e stato metodologico: la progettazione di AProlog & stata guidata da un’analisi sistematica
della teoria della dimostrazione (proof-theory) della logica intuizionistica invece che da consid-
erazioni di tipo semantico. Hanno identificato proprieta che il proof-search in una logica deve
possedere allo scopo di essere concretamente meccanizabile come linguaggio di programmazione.
I’esistenza di dimostrazioni uniformi fu postulato come fondamento proof-theoretic della pro-
grammagzione logica e usato per dare una definizione di alto livello della nozione generale di
linguaggio di programmazione logica astratto [MNPS91]. Il metodo di risoluzione come modello
operazionale di questi linguaggi fu riformulato in termini proof-theoretic. Il risultato concreto
di questa investigazione fu l'identificazione di un grosso frammento della logica intuizionistica, il
linguaggio delle formule di Harrop ereditarie (di ordine superiore), che & stato implementato nel
linguaggio di programmazione logica (concreto) AProlog.

Il concetto di linguaggio di programmazione logica astratto, proprio per il suo alto livello di
astrazione, non tiene conto di alcuni aspetti che devono essere attentamente considerati al momento
del dare un’implementazione concreta di un linguaggio di programmazione logica. In particolare,
varie scelte non-deterministiche dipendenti dalla particolare logica esaminata sono lasciate aperte
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in questa definizione. Nel caso della logica intuizionistica, ad esempio, aspetti quali ’ordine in cui
i sottogoal devono essere risolti, I’ordine in cui si deve accedere alle clausole nel programma, e il
modo in cui si devono istanziare le variabili esistenziali sono tutti non definiti. Tuttavia, sistemi
di risoluzione proof-theoretic costituiscono un punto di partenza privo di pregiudizi sopra il quale
¢ possibile formalizzare differenti soluzioni per queste scelte. Adottiamo questo tipo di approccio
nello sviluppo di questa tesi.

Questa visione stratificata di un linguaggio di programmazione logica ha anche l'effetto di
disaccoppiare la risoluzione come strategia di proof-search e I'unificazione come algoritmo per
rendere identici termini e istanziare variabili logiche. La nozione di identita sintattica sottostante
all’unificazione del prim’ordine si pud infatti generalizzare ad un teoria equazionale arbitraria,
eventualmente indecidibile quale I'unificazione di ordine superiore. Trovare valori per le variabili
logiche che appaiono in queste equazioni viene allora convenientemente espresso come un problema
di risoluzione di vincoli, e richiede pertanto di essere risolto da algoritmi specializzati alla teoria
equazionale adoperata. Ogniqualvolta un’equazione contiene troppe variabili oppure non puo
venire risolta efficientemente, il risolutore di vincoli pospone la sua risoluzione fintantoché non
diventa trattabile; se questo non accade, viene restituita come parte della risposta finale. Questo
approccio integra pacificamente il paradigma della programmazione logica con vincoli [JL87] e
I’approccio proof-theoretic alla programmazione logica. [’unificazione di Prolog & un’istanza di
questo schema. L’algoritmo di unificazione di ordine superiore originariamente implementato
in AProlog non pospone i vincoli “difficili”. KEssendo la teoria equazionale di questo linguaggio
indecidibile, questa strategia ha I’effetto di causare occasionali divergenze durante 'unificazione,
anche se questo ¢ raramente un problema in pratica.

Pym estese ’approccio proof-theoretic di Miller alla programmagzione logico dal contesto logica
dove fu originariamente concepito alla teoria dei tipi [Pym90, PW90]. Propose una teoria generale
del proof-search per questi formalismi, includendo un algoritmo di unificazione per LF. Elliot
sviluppo indipendentemente un algoritmo di unificazione per questo tipo di teoria, che fu adattato
da Pfenning nellimplementazione di Kif [EI190].

AProlog & interessante nel contesto di questa tesi in quanto & un primo esempio di logical
framework implementato come un linguaggio di programmazione logica. La disponibilita di A-
astrazione al livello dei termini offre la sintassi astratta di ordine superiore come semplice mezzo
per codificare gli operatori che legano variabili, presenti in molte logiche e in molti linguaggi di
programmazione; abbiamo visto che questi costrutti sono di trattamento problematico in altri
linguaggi (fra cui Prolog). 1 giudizi del livello oggetto sono rappresentati in AProlog sotto forma
di formule atomiche, e le regole d’inferenza come clausole nel programma. La disponibilita di
uno spettro pit ampio di formule rispetto a Prolog, in particolare i goal implicazione e universali,
permette una rappresentazione immediata di schemi ricorrenti presenti in regole d’inferenza, quali
i giudizi parametrici e ipotetici.

Oltre che al linguaggio di programmazione logica AProlog [Mil89], il linguaggio delle formule
di Harrop ereditarie [MNPS91] ¢ anche stato implementato come il dimostratore automatico di
teoremi Isabelle [Pau88, Pau93]. Adotta una metodologia di rappresentazione basata su sintassi
astratta di ordine superiore simile a A Prolog. E stato usato in numerosi esperimenti, fra cui la
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verifica di compilatori [LM94] e di interpreti [BHN194], per verificare la correttezza di circuiti
[Ros90] e per la specifica di sistemi concorrenti [DS89].

Quasi concorrentemente con lo sviluppo di AProlog, Pfenning progettd Elf [Pfe91, Pfe94a]
quale linguaggio di programmazione logica implementante il logical framework LF. Elf incorpora
caratteristiche simili al linguaggio di Miller e Nadathur, ossia termini di ordine superiore, tipi,
e goal implicazione ed universali. In FElf, I'unificazione di ordine superiore & trattata come un
problema di risoluzione di vincoli e le equazioni “difficili” sono posposte fino a quando eventuali
istanziazioni le rendono trattabili.

Un aspetto nuovo di Fif & la sua abilita di memorizzare le proprie computazioni come proof-
term, un’eredita diretta dalla natura proof-theoretic di LF. Questa caratteristica migliora note-
volmente il suo potere espressivo come linguaggio di meta-rappresentazione. In AProlog, le regole
d’inferenza del linguaggio oggetto vengono rappresentate come formule nel programma. Pertanto,
una derivazione di livello oggetto corrisponde ad una computazione nel meta-linguaggio, rendendo
questo formalismo perfettamente adeguato alla rappresentazione della nozione di dimostrabilita
del livello oggetto. In Elf, le formule nel programma sono etichettate da costanti che appaiono
poi nei proof-term quali testimoni dell’applicazione di queste clausole. Pertanto, quando una
computazione in Flf ricalca una derivazione del livello oggetto, la sequenza delle regole oggetto
applicate & memorizzato nel proof-term, che ne costituisce una fedele rappresentazione. Pertanto,
Elf pud rappresentare non solo la nozione di derivabilita, come AProlog, ma anche le stesse
derivazioni. I proof-term ottenuti in questa maniera possono essere oggetto di ulteriori com-
putazioni, effettuando in questa maniera meta-ragionamento sulle derivazioni di livello oggetto
che rappresentano.

Derivazioni di livello oggetto si possono esplicitamente codificare come parte delle formule di
AProlog, assemblandole al momento dell’applicazione delle regole del livello oggetto. Tuttavia, la
validita della rappresentazione risultante va dimostrata come una proprieta esterna del sistema. In
Elf invece, la validita di una derivazione, rappresentata come proof-term, & interiorizzata e deriva
dalla semantica operazionale del meta-linguaggio e dai teoremi di adeguatezza per il linguaggio
oggetto.

Il primo linguaggio di programmazione logica lineare fu LO [AP91], progettato per incorpor-
are aspetti di programmazione orientata agli oggetti in Prolog. 1l linguaggio Lolli [HM94], ad
opera di Hodas e Miller, ebbe invece il proposito esplicito di esplorare le potenzialita della logica
lineare come linguaggio di programmazione logica. Fu progettato estendendo il metodo proof-
theoretic utilizzato per AProlog alla logica lineare intuizionistica, e un frammento noto come la
logica delle formule di Harrop ereditarie lineari fu identificato quale nucleo di questo linguaggio.
Un’importante conseguenza della definizione di Lolli fu I'identificazione di un nuovo tipo di scelta
non-deterministica, la gestione del contesto lineare, e di tecniche per eliminarla [CHP96].

Lolli & un’estensione conservativa di A Prolog, se non per il fatto che aspetti di ordine superiore
non furono mai inclusi in alcuna implementazione concreta di questo linguaggio. Il suo uso per
rappresentare derivazioni nello stile di Elf o AProlog & pertanto limitato, ma la sua abilita di
codificare in maniera effettiva problemi caratterizzati da uno stato mutevole e logiche basate su
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risorse & manifesto [HM94].

Miller ha recentemente proposto il linguaggio di specifica Forum, basato sulla logica lineare
classica di ordine superiore [Mil94]. Lo scopo di questo formalismo & di incorporare primitive di
comunicazione e sincronizzazione per supportare la concorrenza nei linguaggi AProlog e Lolli, i
quali sono molto espressivi, ma apparentemente legati ad un modello di esecuzione sequenziale.
L’effetto atteso e di fornire mezzi concreti per rappresentare sistemi deduttivi per computazioni
concorrenti quali il 7-calculo [Mil92]. Forum risulta dall’applicazione della metodologia di pro-
gettazione di AProlog alla logica lineare classica. 1l risultato & un frammento equivalente, modulo
una semplice codifica, all’intera logica lineare classica. Estende AProlog, Lolli e LO.

Forum offre una scelta di connettivi pit ampia e un diverso paradigma di programmazione
rispetto a Lolli, ma ha essenzialmente lo stesso potere espressivo per molti classi di applicazioni.
La possibilita di dare codifiche intuizionistiche a linguaggi concorrenti altrettanto elegantemente
che in Forum non & stata investigata. Tuttavia, grosse specifiche scritte in Forum prese da
[Chi95] sono state codificate in formalismi intuizionistici in uno stile simile agli esempi descritti
nel Capitolo 6. Portarsi sul campo della logica classica non offre nessun beneficio evidente in
questo caso. Come gia messo in evidenza in [Mil94], la presenza di alcuni connettivi classici,
porta invece ad anomalie poco desiderabili nella semantica di proof-search di questo linguaggio,
al punto che il suo statuto come linguaggio di programmagzione logica & discutibile. Infatti, tentativi
preliminari di implementarlo sono risultati in un “sistema [che] & a meta strada tra un linguaggio
e un dimostratore di teoremi” [HP95].

Similmente a quanto accade in AProlog, la presenza di termini di ordine superiore permette
a Forum i usare la sintassi astratta di ordine superiore come schema di meta-rappresentazione
di base. Non disponendo di proof-term, e tuttavia soggetto alle stesse considerazioni discusse
nel caso di AProlog: da rappresentazioni dirette della dimostrabilita, ma non delle dimostrazioni.
Tuttavia, la sua abilita di rappresentare giudizi di logiche e linguaggi di programmazione estende
considerevolmente framework intuizionistici quali Fif o AProlog. Ciononostante, presenta gli stessi
tipi di limitazioni al momento di ragionarci sopra. Forum & in grado di simulare computazioni
lineari, ma non di rappresentarle. Possiamo rintracciare il problema nel fatto che i termini che
offre per costruire formule e rappresentare derivazioni originano da un ordinario A-calcolo intuiz-
ionistico. Le derivazioni lineari, tuttavia, hanno una struttura pia fine e la loro rappresentazione
richiede un linguaggio pii ricco, nella fatti specie un A-calcolo lineare.

Come esempio concreto, si consideri il problema di rappresentare una procedura di elim-
inazione del taglio per la logica lineare. Data una derivazione D per un sequente lineare A — ©,
questa procedura produce una derivazione D’ equivalente ma priva di tagli. Dato che opera lin-
earmente sulle formule che appaiono in essa, D dovrebbe essere rappresentata da un A-termine
lineare; lo stesso vale per D’. Questo problema & stato codificato in LF rappresentandoi sequenti
come tipi e le derivazioni come proof-term [Pfe94b]. LF' & intuizionistico e pertanto la linearita di
D™ si & dovuta controllare esplicitamente come una proprieta di "D, complicando la meta-teoria
al punto da renderla non fattibile cosicché solamente I’algoritmo di eliminazione del taglio senza
controlli di linearita & stato implementato in FElf. D’altra parte, codificare lo stesso problema
in Forum [Mil94] farebbe corrispondere derivazioni di sequenti lineari con derivazioni lineari nel
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meta-linguaggio. Tuttavia, poiché Forum & privo di proof-term e di termini lineari, non viene
fornita nessuna notazione interna per questi oggetti, sicché I'algoritmo di eliminazione del taglio
non ¢ implementabile in questa maniera.

La Teoria dei Tipi

L’inizio della teoria dei tipi formale viene solitamente fatta risalire alla definizione da parte di
Church nel 1940 del A-calcolo semplicemente tipato che porta il suo nome [Chu40]. Un parallelo
con il frammento implicazionale della logica intuizionistica fu presto notato: le regole di deduzione
naturale per I'implicazione in logica intuizionistica sono isomorfe al modo in cui i tipi di oggetti
funzionali sono manipolati, e per di pii, gli oggetti stessi possono essere messi in corrispondenza
uno a uno con derivazioni delle formule corrispondenti ai loro tipi [CF58]. Howard estese questa
scoperta ad un insieme pit ampio di connettivi logici, identificando i corrispondenti operatori su
tipi e i costrutti del livello dei termini che potrebbero essere usati per simulare derivazioni in
questo frammento esteso. Martin-L6f, nella sua teoria dei tipi intuizionistica, estese queste idee
per inglobare i tipi dipendenti [ML80]. Ulteriori estensioni verso logiche di ordine superiore furono
contribuite da Girard [GLT88]. Questa proprieta viene chiamata la corrispondenza formule-tipi e
dimostrazioni-termini, o, citando il nome dei suoi principali contributori, I’isomorfismo di Curry-
Howard. Gli articoli originali di Curry, Howard, cosicome lavori pit recenti di altri ricercatori
sono stati raccolti in [dG95].

La ricerca sul progetto AUTOMATH porto indipendentemente de Bruijn a presentare una sua
corrispondenza formule-tipi tra logica e A-calcolo. Lo scopo di AUTOMATH era “di chiarire e
formalizare i principi di base che tutti i matematici usano e su cui concordano. In un certo senso,
questa [era] un tentativo di mettere sul palcoscenico la parte della matematiche che viene ‘prima
della logica’, la parte di cui ogni matematico & informalmente consapevole, come ad esempio come
usare o dare una definizione” [Geu93]. La teoria dei tipi di AUTOMATH era progettata come
un’infrastruttura per rappresentare ragionamento matematico generico senza pregiudizi fondazion-
ali. Non era legato a nessuna forma di ragionamento cosicché era possibile e anzi necessario
definire all’interno del sistema la logica che meglio si addiceva ad problema matematico trattato.

I linguaggi della famiglia AUTOMATH sono stati implementati come un proof-checker con
lo stesso nome [dB80]. Gli enunciati del linguaggio oggetto erano rappresentati come tipi e ar-
gomentazioni matematiche come A-termini tipati, con i costrutti che legano variabili modellati per
mezzo di indici di de Bruijn. Si verificava la correttezza di una dimostrazione per un enunciato
di livello oggetto controllando che il termine che lo codificava era ben formato ed era del tipo
corrispondente. Poiché AUTOMATH ¢ stato progettato per rappresentare la dimostrabilita di
argomentazioni matematiche generiche, 'implementazione risultante non era in grado di generare
dimostrazioni, ma solamente di verificarle. [’applicazione piu significativa di questo sistema &
stato la specifica e verifica di un libro di testo introduttivo in analisi matematica scritto da Landin

[Jut77].

Lo scopo della Teoria dei Tipi Intuizionistica di Martin-L6f [ML80], sviluppata quasi con-
temporaneamente, era radicalmente differente. Dal suo punto di vista, la logica e la teoria dei
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tipi costruttive costituivano i fondamenti dell’Informatica. Pertanto, le teorie dei tipi che propose
erano di natura fortemente intuizionistica cosicché forme di ragionamento costruttivo si poteva
facilmente formalizzare avvantaggiandosi della logica interna del sistema, mentre altre forme di
inferenza matematica necessitavano codifiche laboriose.

Varie implementazioni delle teorie dei tipi di Martin-L6f sono disponibili. Le pia note sono
NuPrl [CT86] e ALF [MN94, Nor93]. NuPrl & un completo ambiente di sviluppo di dimostrazioni
assistito da calcolatore per la logica intuizionistica. [’implementazione contiene numerosi stru-
menti per automatizzare il processo di sviluppo di dimostrazioni intuizionistiche. In particolare,
offre estensione notazionale, costruzione e modifica di dimostrazioni, assistenza automatica, e
il mantenimento e riuso di una libreria di risultati precedenti. Questo sistema contribui a di-
mostrare I'importanza della teoria dei tipi in Informatica, in particolare come base dello sviluppo
interattivo di programmi come estrazione da dimostrazioni. ALF adotta una diversa filosofia di
rappresentazione, pit vicina in spirito alle implementazioni del calcolo delle costruzioni. | sistemi
deduttivi vengono rappresentati come teorie equazionali e fanno pesante uso di definizioni indut-
tive. Il sistema risultante & un ambiente di sviluppo di dimostrazioni generale per la matematica
intuizionistica.

Lo sviluppo della teoria dei tipi negli anni successivi al lavoro pionieristico di Martin-L&f e
de Bruijn ebbe lo scopo di accrescere il potere di questi formalismi ad esprimere nuovi aspetti
della matematica e a modellare concetti di linguaggi di programmazione. Oltre alla teoria dei tipo
sottostante ad LF, che descriveremo fra breve, una contribuzione importante in questo campo
venne dalla definizione del Calcolo delle Costruzioni da parte di Coquand e Huet [CH88], il quale
estende i linguaggi AUTOMATH e le prime teorie dei tipi di Martin-L&f con tipi impredicativi
di ordine superiore. Questo formalismo fu successivamente raffinato nel Calcolo delle Costruzioni
FEsteso [Luo89] e pit recentemente nel Calcolo delle Costruzioni Induttive [PM93]. Una discussione
unitaria di molte di queste proposte puo essere rinvenuta in [Bar92].

Vari raffinamenti del calcolo delle costruzioni [CH88, L.uo89, PM93] sono stati implementati
nei sistemi Cog [DFHT93] e LEGO [LP92, Pol94]. Si possono vedere come ulteriori sforzi di
costruire framework generali per ragionamento formale assistito da calcolatore, basati tuttavia su
teorie dei tipi pit potenti dei sistemi a cui si &€ accennato sopra. Coq e LEGO sono basati su
operazioni primitive di estensione del contesto, sia per mezzo di definizioni che di dichiarazioni.
Sono stati utilizzati per formalizzare argomentazioni matematici di vario tipo [CH88] e per la
verifica e sintesi di programmi [PM8&9].

Il Logical Framework di Edimburgo, meglio noto sotto in nome di LF & stato proposto nel
1987 da Harper, Honsell e Plotkin [HHP93]. La teoria dei tipi su cui si basa ¢ un’estensione del
A-calcolo semplicemente tipato di Church [Chu40] con tipi dipendenti, ed & correlato da vicino
alle teorie dei tipi costruttive di Martin-L6f [ML80] e con alcuni dei linguaggi AUTOMATH pro-
posti da de Bruijn [dB80]. Costituisce un sottolinguaggio del calcolo delle costruzioni [CHSS].
LF & stato progettato con I’esplicito scopo di usarlo come un meta-linguaggio per rappresent-
are sistemi deduttivi (“A Framework for Defining Logics” & il titolo dell’articolo originario di
Harper, Honsell e Plotkin [HHP93]). L’accento & posto sulla nozione di giudizio a tal punto che
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la corrispondenza formule-tipi e dimostrazioni-termini ¢ rimpiazzata dall’equivalenza giudizi-tipo
e derivazioni-termini. La sintassi astratta di ordine superiore & offerta come meccanismo di base
per rappresentare derivazioni. La teoria dei tipi di LF & sufficientemente espressiva da permettere
la formalizzazione di un’ampia classe di sistemi deduttivi, ma anche abbastanza semplice da per-
mettere dimostrazione di adeguatezza semplici ed efficienti implementazioni del proof-search. E
stato infatti osservato che I'introduzione di schemi di induzione porta a complicazioni nei teor-
emi di adeguatezza. Estensioni verso il calcolo delle costruzioni distruggono l'interpretazione di
questo formalismo come un linguaggio di programmazione logica astratto: la proprieta delle di-
mostrazioni uniformi viene persa e problemi riguardanti ['unificazione diventano pii difficili da
trattare in maniera soddisfacente.

Come descritto in precedenza, LF [HHP93] & stato implementato come il linguaggio di pro-
grammazione logica Elf [Pfe91, Pfe94a]. Ancor prima che questa implementazione fosse dispon-
ibile, & stato usato per fornire specifiche effettive di numerosi sistemi deduttivi con varie carat-
teristiche: logica tradizionale del prim’ordine e di ordine superiore [HHP93], logiche modali da K
a 5/, logica di Hoare e vari A-calcoli [AHM89, AHMP92], varie teorie dei tipi fra cui lo stesso
LF e le proposte di Martin-L&f [Har90], solo per citare i principali esempi. La disponibilita di
Elf come implementazione di LF porto allo sviluppo di una ricca libreria di ulteriori esempi:
fra le numerose codifiche coronate da successo, possiamo ricordare varie specifiche del linguaggio
funzionale Mini-ML [MP91], una dimostrazione della proprieta di Church-Rosser [Pfe99], e una
dimostrazione del teorema di eliminazione del taglio per la logica tradizionale e lineare [Pfe95b].

Estensioni lineari di vari A-calcoli sono state propose in letteratura [ABCJ94, BBHdP93,
LM92, RR94, Sol89]. Sono tutte equivalenti ad un qualche frammento della logica lineare, via
il raffinamento naturale del isomorfismo di Curry-Howard alla logica lineare [GdQ92]. Tuttavia,
nessuna estensione lineare di teorie dei tipi pii complessa & ancora stata proposta.

1.2 Contributi

In questa tesi, progettiamo il meta-linguaggio LLF quale un’estensione conservativa del logical
framework LF [HHP93] con concetti proveniente dalla logica lineare [Gir87]. Facciamo inoltre
vedere come LLF si possa usare per fornire effettive rappresentazioni di alto livello di costrutti
presenti in linguaggi imperativi e di problematiche nella semantica operazionale di logiche basate
su risorse. Questo lavoro ¢ stato ispirato ad un tentativo preliminare di produrre un raffinamento
lineare di LF ad opera di Miller, Plotkin e Pym [MPP92].

LLF & concettualmente molto vicino a Lolli [HM94] e adotta, quali costruttori di tipi ad-
dizionali rispetta a LF e FEIf [Pfe91], gli stessi connettivi lineari che Lolli aggiunge a AProlog
[NM88]. Tuttavia, LLF permette oggetti lineari in tipi di base mentre Lolli permette solamente
termini intuizionistici nell’equivalente concetto di formula atomica. Inoltre, LLF ha la possib-
ilitda di memorizzare le proprie derivazioni come proof-term lineari che possono essere usati in un
secondo tempo per fare ragionamento meta-teorico. Similmente alle proposte di cui sopra, LLF
si puo vedere come un linguaggio di programmazione logica. Ci aspettiamo di essere in grado di



16 1.2. CONTRIBUTI

fondere le tecniche utilizzate nelle implementazioni di Fif e Lolli.

Il contributo principale di questa tesi € la presentazione di un formalismo avente la possibilita
di dare rappresentazioni effettive e naturali ai costrutti imperativi presenti in tutti i linguaggi
di programmagzione di interesse pratico. Abbiamo motivato in precedenza che gli attuali meta-
linguaggi non sono adeguati alla rappresentazione di sistemi basati su stato, e pertanto i benefici
potenziali che offrono hanno applicazioni pratiche molto limitate nello sviluppo di software com-
merciale. Sebbene la nostra sperimentazione con LLF sia ancora agli inizi, riteniamo che questo
linguaggio e la metodologia di meta-rappresentazione che promulga possano essere sfruttati in
varie aree. Innanzitutto, il nostro formalismo ha applicazioni nella fase di progettazione di lin-
guaggi di programmazione general-purpose. Infatti, offre mezzi per rappresentare concretamente i
costrutti e le proprieta che ci aspetta siano valide nel linguaggio sviluppato. Inoltre, LLF pud es-
sere di aiuto nella progettazione di sistemi logici che, per le loro proprieta sfuggono allo spettro di
applicabilita dei sistemi di sviluppo di dimostrazione assistiti da calcolatore tradizionali. Infine,
LLF puo essere utilizzato come strumento di meta-rappresentazione per la verifica automatica
della correttezza di programmi imperativi. E concepibile che, fra qualche anno, i concetti sot-
tostanti al nostro linguaggio possano venire integrati in ambienti di sviluppo del software utilizzati
a livello industriale.

A nostra conoscenza, il linguaggio formale alla base di LLF & il primo esempio di una teoria
dei tipi uniforme che ammetta entita lineari in congiunzione con tipi dipendenti. Termini lineari
del livello oggetto non solo hanno la funzione di memorizzare derivazioni lineari come proof-term,
ma possono anche comparire negli indici delle famiglie di tipi (ossia come argomenti di simboli
predicativi, in un contesto logico) e possono pertanto essere manipolati come oggetti propri.
Sebbene questo formalismo non abbia versioni dipendenti dei costruttori di tipo lineari, il ruolo
giocato da queste entita & cosi centrare che ci sentiamo giustificati nel chiamarlo una teoria det
tipi lineare. Questo aspetto di LLF ¢ pertanto interessante per se stesso, e offre un fertile terreno
di gioco per sperimentare con nuovi costrutti. In particolare, ci ha permesso di approfondire la
natura dei tipi dipendenti lineari e dei quantificatori lineari, uno studio che intendiamo riprendere
nel futuro.

Questa tesi contribuisce inoltre allo studio della programmazione logica lineare. Facciamo
vedere che LLF possiede le proprieta di proof-search che ci autorizzano ad interpretarlo come un
linguaggio di programmazione logica lineare astratto. Per di pid, descriviamo come un sistema
deduttivo puramente dichiarativo per questo linguaggio viene trasformato passo dopo passo in un
equivalente sistema di risoluzione, dove i passi corrispondono a sistemi deduttivi intermedi con-
nessi da rigorose dimostrazione di correttezza e completezza. Inoltre, estendiamo questa tecnica
al trattamento formale dei punti di scelta non-deterministici. Ci concentriamo sulla problem-
atica della gestione delle risorse nel contesto lineare, una forma di non-determinismo specifica
dei linguaggi di programmagzione logica lineari, e risolviamo problemi lasciati aperti da tecniche
precedenti.
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1.3 Organizzazione della Tesi

Il Capitolo 2 ha lo scopo di fornire al lettore le necessarie nozioni preliminari di logica e teoria
dei tipi. Pit precisamente, introduciamo la logica tradizionale e in particolare sul suo frammento
intuizionistico. La logica lineare & descritta in dettaglio, con particolare enfasi sugli aspetti su
cui LLF pid si basa. In questo capitolo, limitiamo la nostra presentazione della teoria dei tipi
al frammento semplicemente tipato di Church. Questo ci basta a dare un esempio concreto
dell’isomorfismo di Curry-Howard, e a permetterci di presentare una semplice variazione lineare
di questo calcolo. Un ulteriore effetto di questo capitolo & di dare definizioni precise a molte delle
nozioni usate in questa introduzione.

Nel Capitolo 3, definiamo le nozioni relative ad una presentazione proof-theoretic della pro-
grammagzione logica, piu precisamente, proof-search guidato dal goal, dimostrabilitad uniforme,
risoluzione e discutiamo i punti di scelta non-deterministici. Supportiamo queste definizioni con
due esempi. Innanzitutto, facciamo vedere che la logica delle formule di Harrop ereditarie lineari
costituisce un linguaggio di programmazione logica astratto e discutiamo la sua implementazione
concreta nel linguaggio Lolli. Poi, volgiamo la nostra attenzione alla teoria dei tipi di LF e
descriviamo la sua implementazione concreta: il linguaggio di programmazione logica Elf.

I Capitolo 4 completa le nozioni preliminari necessarie ad apprezzare questa tesi. Analizziamo
innanzitutto le nozioni di linguaggio formale e di meta-rappresentazione. Poi facciamo vedere come
LF viene usato in pratica come un logical framework descrivendo, in qualita di esempio la meta-
rappresentazione della sintassi, semantica e aspetti della meta-teoria del linguaggio funzionale
Mini-ML. 1’intero esempio & sviluppato in Elf.

Nel Capitolo 5, presentiamo la teoria dei tipi di LLF nella come un sistema pre-canonico, e
dimostriamo una serie di proprieta di questo formalismo, fra cui la decidibilita del type-checking.
Inoltre, ripercorriamo il lavoro svolto nel capitolo precedente discutendo forme canoniche, di-
mostrazioni uniformi, risoluzione e non-determinismo.

Nel capitolo seguente, dimostriamoil potere di meta-rappresentazionedi LLF su un’estensione
di Mini-ML con referenze. Forniamo una codifica che estende la descrizione del Mini-ML di
base presentata nel Capitolo 3 e dimostriamo la sua adeguatezza. Presentiamo inoltre altri
esempi, anche se in minor dettaglio. Pii particolareggiatamente, descriviamo una specifica della
dimostrazione del teorema di eliminazione del taglio per un frammento della logica lineare e
facciamo vedere la codifica di un gioco.

Infine, nel Capitolo 7, ricapitoliamo il lavoro svolto e delineiamo sviluppi futuri di questa
ricerca.

Una versione molto piti completa di questo documento & disponibile in lingua Inglese [Cer96].
Invitiamo il lettore interessato a richiederla via posta elettronica direttamente all’autore all’indirizzo

iliano@di.unito.it.
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Capitolo 2

Nozioni di Logica e Teoria de1 Tipi

In questo capitolo, mostriamo alcuni sistemi logici e teorie dei tipi rilevanti per lo sviluppo della
discussione. Cilimitiamo a specificare riferimenti alla letteratura. Invitiamoil lettore interessato a
queste nozioni preliminari a consultare i riferimenti presentati, oppure [Cer96] per approfondimenti
su questi argomenti.

2.1 La Logica Tradizionale

In questa sezione, ci occupiamo della logica tradizionale [Kle52]. Una logica si puo classificare
secondo vari criteri:

e La granularita dei concetti che si possono esprimere. Distinguiamo allora tra logiche pro-
posizionali e logiche dei predicati.

o Il dominio di quantificazione. Alcune logiche, quale la logica proposizionale del prim’ordine
normalmente studiata nei corsi introduttivi di logica matematica, non offrono la possibilita
di usare quantificatori. Abbiamo poi la logica del prim’ordine quando gli oggetti a cui si puo
applicare un quantificatore sono individui dei domino. Infine, abbiamo vari tipi di logiche
di ordine superiore permettendo di quantificare su funzioni di vario ordine, o addirittura su
predicati.

e La diversificazione degli oggetti nel dominio. Se non si parla di tipi nella presentazione di
una logica, essa & detta non-tipata, o pii accuratemente monotipata. Una maggior ricchezza
di tipi e possibile.

Una logica puo venire presentata in vari modi, in dipendenza di cio che si vuole farne. 1
principali sono:

e Le formulazioni a la Hilbert, particolarmente adeguata per modellare compilatori per lin-
guaggi funzionali.

21



22

2.1. LA LOGICA TRADIZIONALE

Azxiom

I — A® T,A — & cut
—id cut
A — A r — o
Structural rules
BA — @ I — B,A®
—_—x B — e L
LA B — @ I — A B ®
r — & r — &
——— W] —_—  w.r
LA — o r — A®
rAA— @ r — AA®
— c. -  cx
A — & r — A @
Propositional connectives
(No truel) — truer
r — T,
—  falsel (NO false_r)
MLl — &
F,A1 — &
and_lq
A, ANAy — @ r — A4, T — Ay, ®
and_r
A, — @ FHAl/\Ag,CD
and_l,
F,Al A Ag — @
r — A, @
F,Al — & T Ay — @ r — A v Ag,q)
or_1
F,Al\/Ag—)q) r — A, @
or_rs
r — A1 V Ag,q)
r — A1,(I) A, — @ rA — Az,q)
imp_1 imp_r
A, -4, — @ I — A — Ay, @
r — A9 A — o
—————  not_1 ——— not_r
r-4A — @ r — A9

Quantifiers

T,[t/z]A — ®

all_1
e A — @

T,[e/z]A — @
rde. A — @

exists_1°

' — [e/z]A, D
I — Vz. A @
r — [t/z2]A,®
I — 2. A,

all_r°

exists_r

Figura 2.1: La Logica Classica
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Aziom I — A F,A . C Cut
—id cut
rA— A r — ¢

Propositional connectives

(No true.l) —  true.r
r—mT
—— false l (NO zero_r)
rL —~c¢
F,Al A Az,Al — C
and_14
Ay AN Ay — C r — A I — A,
and_r
F,A1/\A2,A2 — C I — A1 A Ay
and_l2
F,Al A AQ — C
r — A
AT vV Ay, Ay — C T,A1V Ay, Ay — C I — AV A,
or_l
F,Al\/Ag—)C r — As
r — A] V A2
F,A1—>A2 —)Al F,Al—)Ag,Ag — C F,Al —)Ag
imp_1 imp_r
F,A1%A2—)C F—)A1—)A2
Quantifiers
I [t/2]A — C I' — [¢/z]A
all 1 ——  all.r°
rve. A — C ' — Va. A
T, [e/z]A — C I — [t/z]A
exists 1° ——————— exists_r
rz. A — C I — 3. A

Figura 2.2: La Logica Minimale

o [ sistemi di deduzione naturale [Sza70] sono molto utili per modellare ragionamento matem-
atico e stanno alla base della specifica logica di linguaggi di programmazione sia logici che
funzionali. Permettono inoltre connessioni con A-calcoli e teorie dei tipi per mezzo di varie

estensioni degli isomorfismi di Curry-Howard [dG95].

o | calcoli dei sequenti [Sza70], molto adeguati allo studio meta-teorico di formalismi logici.

Le logiche si diversificano anche per l'insieme di formule che ammettono come valide. Le

principali sono:
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Axioms

TAF A

ar

Propositional connectives

(No true_e)

true_i
reT
E false o (No false i)
r —- ¢
I'F AL A Ay
—  and_e,
T F A THA TF A
and_i
I+ A A Ay T A A Ay
—  and_e»,
T F A
re 4
THAVA T,A FC T, A FC I F AV A
r+C ) T+ A _
or_in
' F AV A,
F"Al—)Ag F"Al F,Al'_AQ
imp_1 imp_r
I F A, ' - A — Ay
Quantifiers
rEved P rlefaa
T F[t/z]A T F Ve A
'k 3z.A T)[e/z]AF C T F [t/z]A
exists_e® exists_i
r+c 'tkF3dz. A

Figura 2.3: Deduzione Naturale per la Logica Classica

e le logiche classiche, basate sulla nozione di verita.

ultimamente per la rappresentazione di sistemi

Sono state notevolemente rivalutate
concorrenti.

o le logiche intuizionistiche, che si rifanno alla tradizione costruttivita, sostituendo la nozione
di verita classica con quella di evidenza. Queste logiche sono particolarmente vicine alle

teorie dei tipi costruttive.

e le logiche minimali, che si differenziano da quelle intuizionistiche per il rifiuto dell’uso della

negazione come operatore predefinito.
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Ariom Al — A,0; Ay A — Oy o
—id cut,
A — A A, Ay — 01,0,
Multiplicatives
A — O
—— one_l one_r
A — O
bot_1 ——  bot_r
1L — - A — 1,0
A,Al,AQ — O Al — A1,®1 AQ — Az,@z
times_1 times_r
AAL @ Ay — O A, Ay — AL © A3,01,0,
AlaAl —_— @1 AQJAQ — @2 A — Al,AQ,@
par_l par_r
Al,Ag,Alg’JAg — @1,@2 A — A1 gJAg,@
Al — A1,61 AQ,AQ — @2 A,Al — Ag,@
lolli 1 lolli_x
A1,A2,A1—OA2 — @1,@2 A — A1—0A2,®
Additives
(NO tOp_l) — top_r
A — T,0
L Lerold (No zero_r)
A0 — O
A,Al — O
with_1;
A,A]&AQ — O A — Al,@ A — AQ,@
with_r
AAy — O A — A& Ay, 0
with_lo
A A& A — O
A — A1,@
plus_rq
A,Al — 0 A,Ag—)@ A—>A169A2,®
plus_1
AJA & Ay — O A — A5,0
plus_r;
A — A1 @D Ag,@
A,Al — O
A — A,0 AJAy — O A — A ~ Ay, 0
wave_l
A,A‘[’\’)AQ — O A—)AQ,G
A — A~ 45,0

Figura 2.4: La Logica Lineare Classica, Additivi e Moltiplicativi
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Exponentials Logical rules
AA — © IA — 4,70
AA o6 A 1470
IA,A — 70 A — A©
A4 70 A 740
........................................................................................ S
A — O “ A — O . w
AA — © A —740
AAIA — @ A 5 24,24,0
AA o6 A a0
Negation
A— A0 AA— 6
At e A s ate T
Quantifiers
A [t/z]A — O A — [e/z]A, 0O .
AveA o o A Svede T
Alefald — © N
Aded o o A T

Figura 2.5: La Logica Lineare Classica, Esponenzialie e Quantificatori

Dati tutti questi criteri, non resta che definire i connettivi che costituiscono queste logiche. In

questa sezione discutiamo brevemente la logica tradizionale. Piu specificatamente, parliamo di
logica classica e logica minimale.

Il linguaggio della logica tradizionale classica del prim’ordine e specificato dalla seguente
grammatica:

| -A | Al A Ay | A1V Ay | Ap — Ay
Ve, A | Jz. A

Formule atomiche

Connettivi proposizionali
Quantificatori

Le formule atomiche sono definita nella solita maniera. Un sistema deduttivo per questa logica,

presentato come calcolo dei sequenti, & mostrato in Figura 2.1.
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Aziom
—id
rnA— A

Structural rule

T, A A A — C
rLAA — C

clone

Cut rules

F;Al — A F;AQ,A — C

A — A 1A — C

cut cut!
F;Al,A2—>C F,A—)C
Multiplicatives
LA —C
——————omne.l —  one.r
LAl — C r,. —1
F;A,Al,Az — C A, — Ay T;A, — Ay
times_1 times_r
F;A,A1®A2 — C F;Al,AQ — A ® Ay
F,Al — A F;AQ,AQ — C F,A,Al — A,
lolli_l lolli_r
F;Al,Ag,Al—OAQ — C F,A — A1 —OAQ
Additives
(NO tOp_l) — top_r
LA — T
. erod (No zero.r)
A0 — C
F;A,Al — C
with_1;
A A &A, — C LA — A T;A — Ay
with_r
F;A,AQ—)C F;A—)Al&Ag
with_l
F;A,A1&A2 — C
plus_rq
LAA — C ThAJA, — C A — A @ As
plus_1
A A @ Ay — C A — Ay
plus_r»

F,A —_— Al@AQ

Figura 2.6: La Logica Lineare Minimale, Additivi e Moltiplicativi

Il linguaggio della logica tradizionale minimale del prim’ordine & specificato dalla seguente

grammaticas:

A= P
T L
| Va. A | Jz. A

|‘41/\‘42 | Al\/Az | A1—>A2

Formule atomiche
Connettivi proposizionali
Quantificatori
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Exponentials
r;- — A LA A — C
R I _—!d
r;- —14 ANA — C
Intuitionistics
F, — A1 F,A,AQ — C F,Al,A — AQ
imp_1 imp_r
F;A,Al—)AQ — C F;A%Al—)Ag
;A [t/2]A — C A — [e/z]A
all_1 all_r°
A V2. A — C LA — V2. A
LA [e/z2]A — C A — [t/z]A
exists 1° exists_r
A Jz. A — C A — Jz. A

Figura 2.7: La Logica Lineare Minimale, Esponenziali ed Intuizionistici

Presentiamo questa logica come calcolo dei sequenti in Figura 2.2 e come sistema di deduzione
in Figura 2.3.

2.2 La Logica Lineare

La logica lineare [Gir87] raffina la logica tradizionale internalizzando in parte la gestione dei
contesti. Si ottiene una logica in cui risulta molto avegole modellare sistemi basati su risorse
come le logiche substrutturali e i costrutti di programmazione imperativi. Di nuovo, presentiamo
la versione classica e quella minimale. Questa presentazione ¢ basata, in parte, su [Pfe95a].

Il linguaggio della logica lineare classica del prim’ordine & specificato dalla seguente grammat-

ica:
A= P Formule atomiche
| At Negazione
| 1 | L | A ®A| AipAy | A —0 Ay Moltiplicativi
| T | 0 | A] & AQ | 14] &, AQ | A] ~r ‘42 Additivi
| 1A | 74 FEsponenziali
| |

dz. A Quantificatori

Un calcolo dei sequenti per questo linguaggio &€ mostrato in Figure 2.4-2.5.

Il linguaggio della logica lineare minimale del prim’ordine e specificato dalla seguente gram-
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Axioms
——  lvar —— ivar
TAF A T A F A
Multiplicatives
F;Al F1 F;Ag FC
T:ALAs F C i r-F1
F;A1 l_ A1 ® A2 F;A2,A1,A2 }— C F;A1 l_ A1 F;AQ l_ Az
times_e times_i
LA Ay B O LA Ay B AL @ Ay
F;A1 I_ A1—0A2 F;Ag l_ Al F;A,Al }— Ag
lolli 1 lolli_r
F;Al,AQ F AQ F,A F A1—0A2
Additives
(No top_e) —  topdi
LARFT
;A 0
’ [ zZero_e (NO zero_i)
F;Al,AQ — C
A F A & Ay
—_ with_e;
DA F A LA F A TA F A,
with_i
A F A& Ay DA F A& As
—_—  with_e,
A F A
A F A
plus_i;
F,Al "Al@Ag F,Ag,Al "C F,Ag,Ag l_C F,A"Al@Ag
plus_e
F;Al,Agl_C F,A"Ag
plus_iz

Figura 2.8: Deduzione Naturale per la Logica Minimale Lineare, Additivi e Moltiplicativi

matica:

A

=

| O

s

Mostriamo un calcolo dei sequenti in Figure 2.6-2.7, e un sistema di deduzione naturale, che

| Al ®A2 | Al—OAQ
| A& Ay | A @ Ay

V. A | Jz. A | A — A,

Formule atomiche
Moltiplicativi
Additivi
FEsponenziali
Intuizionistici

fungera da base alla discussione nei capitoli successivi, in Figure 2.8-2.9.
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Exponentials
L= A A F1A T A A F C
TR TALA, FC
Intuitionistics
AR A=Ay T5F Ay DAGA R Ay
A F Ay e ;A F A — A, e
A F Ve A ;A F [e/z]A .
A F A CAF VoA o
A F Jz A T;Aq[¢/z]A F C . A F Jt/z]A o
F;Al’AQ }_ C exists_e® meXlStSJ

Figura 2.9: Deduzione Naturale per la Logica Minimale Lineare, Esponenziali ed Intuizionistici

——  Ch_var
L.tk z:7

Te:m b M:n I'EM :m—=7m 'k My:m
Ch_lam Ch_app
T XXe:mmn. M1 =1 't My My 7

Figura 2.10: 1l A-calcolo Semplicemente Tipato di Church A~

2.3 La Teoria dei Tipi Traditionale

Le teorie dei tipi comunemente utilizzate in Informatica hanno origine nel A-calcolo semplicemente
tipato di Church A™ [Chu40]. In questa sezione, ci concentriamo su questo formalismo. Estensioni
nel senso proprio della teoria dei tipi sono definiti in [Bar92] e verrano introdotti nella successiva
discussion.
Il linguaggio del A-calcolo semplicemente tipato di Church A7 & specificato dalla seguente
grammaticas:
Oggetti: M =z | Az:7. M | My M,
Tipi: o ==b | 1 =
Contesto: ' u= . | T z:r
Le regole che legano gli oggetti e i tipi sono mostrate in Figure 2.10. I stato presto notato che

queste regole assomigliano notevolemente alle regole per il frammento intuizionistico della logica
tradizionale che comprende solamente I'implicazione. Questo parallelo, poi notevolmente esteso,
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1Ch_var
itk 2T
A,Z‘AIT1l_¢MIT2 All_ Mlng—OTl A2|_ MQITQ
" 1Ch_lam 1Ch_app
AF de:n. M : 1 —om Ay, Ay My "My i1y

Figura 2.11: Il A-calcolo Semplicemente Tipato Lineare di Church A™

prende il nome di isomorfismo di Curry-Howard.

2.4 La Teoria dei Tipi Lineare

Vari A-calcoli lineari sono stati studiati in letteratura [ABCJ94, Abr93, Tro93]. Presentiamo in
questa sezione un semplice raffinamento lineare di A™, che chiamiamo A-calcolo lineare semplice-
mente tipato di Church, o A™° in sigla.

Il linguaggio di A7 & specificato dalla seguente grammatica:

Oggetti: M == x | Nz:m. M | My M,
Tipi: o ==b| 1 —om
Contesto:  I' == - | I'zir

Le regole di tipizzazione per questo formalismo sono mostrate in Figura 2.11.

L’isomorfismo di Curry-Howard puo essere esteso anche al caso lineare. Lo faremo vedere
ampiamente nel corpo di questa tesi. Si veda anche [ABCJ94, GdQ92, Pfe95a].
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Capitolo 3

Programmare con la Logica e la Teoria
dei Tipi

Lo scopo di questo capitolo ¢ di fornire al lettore un’idea delle questioni di ordine pratico che
sorgono quando si tenta di meccanizzare una logica come linguaggio di programmazione. Diamo
requisiti affinché un frammento di una logica o di una teoria dei tipi si possa interpretare come
un linguaggio di programmazione logica. Motiviamo la nostra discussione con gli esempi classici
delle formule di Harrop ereditarie e mostriamo a titolo esemplificativi due formalismi molto vicini
al linguaggio che proporremo nei prossimi capitoli: la logica delle formule di Harrop ereditarie
lineari e la teoria dei tipi di LF'. Parliamo anche degli ulteriori passi necessari all’ottenimento
di linguaggi di programmazione logica concreti quali AProlog, Lolli ed Elf nei casi dei linguaggi
presi in considerazione.

Come gia nel capitolo precedente, ci limitiamo ad una trattazione sommaria ricca di riferi-
menti alla letteratura. Invitiamo il lettore interessato a richiedere [Cer96], oppure a consultare
direttamente le fonti originarie.

3.1 Progettazione di Linguaggi di Programmazione Logica Basata
sulla Teoria della Dimostrazione

Volendo usare un formalismo logico come un linguaggio di programmazione, dobbiamo fornire
algoritmi efficienti per scoprire se una formula data e derivabile. Parlare di efficienza in questo
contesto e opinabile in quanto per molte logiche di interesse concreto, il problema del proof-search
¢ indecidibile. Tuttavia, in molti casi pratici una procedura di decisione esiste e precisamente
in quei casi vogliamo essere in grado di dare una risposta in tempi brevi. La possibilita di
raggiungere quest’obiettivo dipende molto dalla logica in esame. Ad esempio, il proof-search &
NP-completo gia nella logica proposizionale. Pertanto, per raggiungere un’efficienza accettabile,
dovremo escludere connettivi. In questa sezione, diamo criteri generali per ottenere frammenti di
formalismi logici per cui il proof-search puod essere fatto in maniera efficiente. Usiamo la logica
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34 SULLA TEORIA DELLA DIMOSTRAZIONE
Aziom
—id
LA — A
Program formulas Left rules
(T, Dy A D2), Dy — G (T,Dy A D3),Dy — G
(NO true_l) and_11 and_12
(F,D1 A DQ) — G (F,D1 A DQ) — G
(r,¢'’-pn — G (I,G'-D),D — G (T,Va.D),[t/z]D — G
imp_1 all_1
(rG'- D) — G (T,Vz.D) — G
Goal formulas right rules
r -Gy T — Gy
— true_r and_r
I — T I — Gi1 NGy
r,n — G r — [¢/z]G
- imp_x' - allx (c not in T or G)
r —- D-—>dG I — Vz.G
Goal_only Connsctwes ..................................................................................
(NO false_l‘) r— G1 or_rl r— G2 or_r2
' — G1V Gy ' — Gi1V Gy
r — [t/2]G
————————————— exists_r
r — J2.G

Figura 3.1: Formule di Harrop Ereditarie e Clausole di Horn

tradizionale del prim’ordine come punto di partenza. Si veda [MNPS91] per una trattazione
esauriente di questi problemi.

3.1.1 Proof-search Guidata dal Goal

Concentriamoci sul problema di dimostrare la validita di una formula logica (G, che chiamiamo
goal, per mezzo di un insieme di formule I', che chiamiamo programma. Nella notazione dei
sequenti, vogliamo derivare ' — . Grazie al teorema di eliminazione del taglio, sappiamo
che per dimostrare questo giudizio, ci basta applicare una regola destra o sinistra alle formule in
esso contenute. Nel primo caso, I'unica formula a cui & applicabile & G che determina la regola da
usare (ci si pud restringere ad usare id solamente per formule atomiche). Nel caso di una regola
sinistra, dobbiamo scegliere una formula in I' e poi usare la regola pid appropriata per ridurre il
sequente. Quest’opzione & problematica a causa del non-determinismo a cui da origine. Vorremo
invece poter sempre focalizzare la nostra attenzione sul goal, accedendo al programma solamente
quando quest’ultimo & atomico. Una logica per cui ogni formula derivabile & derivabile anche
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restringendosi a questa strategia e caratterizzata da proof-search guidato dal goal. Permettono di
interpretare i connettivi logici come direttive di ricerca.

La logica tradizionale non ha questa proprieta. Un’esame dettagliato mostra che gli operatori
che la rendono falsa sono il falso L, la negazione —, la disgiunzione V e il quantificatore esisten-
ziale 3: una loro rimozione porta ad una logica caratterizzata da proof-search guidato dal goal.
Possiamo peré distinguere il ruolo delle formule e dei connettivi in dipendenza della posizione
dove possono apparire, se nel goal o nel programma. Otteniamo cosi due categorie sintattiche, le
formule goal e le formule programma, che si differenziano per la gamma dei connettivi che am-
mettono. Fra le prime possiamo reintrodurre gli operatori sopra menzionati (ad eccezione della
negazione che & problematica). Fra i secondi non facciamo aggiunte. Queste formule sono definite
per mutua ricorsione in quanto solamente I'implicazione permette ad una formula programma di
essere usata come goal e viceversa. Il linguaggio risultante ¢ detto logica delle formule di Harrop
ereditarie ed & definito dalla seguente grammatica:

D-formule: D = DiANDy | G—=D | VY2.D

Pl
G-formule: G == P | T |G NGy | |[D—=G] ] |Ve. G|
|J_ | G] \/G2| HacG

Rimuovendo le produzioni evidenziate dalla definizione di G-formule, otteniamo una delle tante
formulazioni della logica delle clausole di Horn. Le regole di deduzione per questo formalismo
sono mostrate in Figura 3.1. Di nuovo, le regole evidenziate vanno rimosse per dare una semantica
alle clausole di Horn.

3.1.2 TFocalizzazione

Una volta ridottisi ad una formula atomica dopo aver decomposto un goal, bisogna accedere
al programma per andare avanti. Di nuovo abbiamo problemi di non-determinismo. "Tuttavia,
questo problema viene ridimensionato se ci basta scegliere una formula e poi applicare regole solo
ad essa e alle sue sottoformule. Una logica tale che ogni dimostrazione sia equivalente ad una
dimostrazione con queste caratteristiche ¢ detta focalizzata nel suo proof-search. 1l linguaggio
delle formule di Harrop ereditarie e le clausole di Horn hanno questa proprieta. Si osservi che la
sua validita dipende dalla formulazione delle regole di deduzione.

3.1.3 Linguaggi di Programmazione Logica Astratti

Una logica caratterizzata da un proof-search guidato dal goal e focalizzata e detta di avere la
proprieta delle dimostrazioni uniformi. Questa logica e allora un linguaggio di programmazione
logica astratto. La logica delle clausole di Horn e il linguaggio delle formule di Harrop ereditarie
hanno questa caratteristica.
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3.1.4 Linguaggi di Programmazione Logica Concreti

[’essere un linguaggio di programmazione logica astratto € un criterio necessario affinché una
logica sia dotata di algoritmi di proof-search efficienti, ma non suggerisce esplicitamente quali
debbano essere questi algoritmi. Volendo avvicinarsi ad un’implementazione concreta del lin-
guaggio, dobbiamo rendere espliciti questi algoritmi ed eventuali problemi che devono essere
gestiti in pratica.

Innanzitutto, si vorrebbe poter interpretare ogni formula di programma come la definizione
condizionale di una formula atomica. Sotto quest’ottica, la dimostrazione di una formula atomica
si riduce a fare vedere che la sua definizione (o una delle sue definizioni in quanto possono essere
pitt di una) & derivabile. Pertanto la riduzione del goal ad una formula atomica si dovrebbe
interpretare come una chiamata a procedura. Una presentazione che mette in rilievo quest’aspetto
¢ detto un sistema di risoluzione.

Anche dopo esserci ridotto ad un sistema di risoluzione, I'implementatore si trova a dover
risolvere problemi non specificati internamente al formalismo logico. Si tratta questa volta di
punti di scelta non-deterministici la cui soluzione dipende dalle caratteristiche che si vogliono dare
all'implementazione risultante. Nel caso delle formule di Harrop ereditarie, abbiamo la scelta del
sottogoal da risolvere per primo nelle regole binarie (non-determinismo congiuntivo), la formula
di programma da considerare per un goal atomico o il ramo da tenere per i goal disgiuntivi
(non-determinismo disgiuntivo) e il termine con cui istanziare i quantificatori (non-determinismo
esistenziale).

Prese queste decisioni, si ottiene un linguaggio di programmazione logica concreto che puo
venire implementato efficientemente e usato possibilmente per applicazioni non-banali. Molti
sviluppatori aumentano questo nucleo logico di base con ulteriori operatori, detti extra-logici per
guadagnarein espressivita. Questo e spesso problematicoin quanto fa venir meno ’interpretazione
logica dei programmi risultanti.

3.2 Un Esempio dalla Logica Lineare

Come secondo esempio di linguaggio di programmazione logica astratta, consideriamo la logica
delle formule di Harrop ereditarie lineari, la cui versione concreta ¢ il linguaggio Lolli [Hod94,
HM94].

Il linguaggio delle formule di Harrop ereditarie lineari & di particolare interesse per il prose-
guimento della discussione in quanto e il corrispettivo logico della teoria dei tipi lineare che
proponiamo nel corpo di questa tesi.

3.2.1 Le Formule di Harrop Ereditarie Lineari

Il linguaggio delle formule di Harrop ereditarie lineari &€ un consistente frammento della logica
lineare intuizionistica ottenuto come raffinamento lineare dell’omonimo linguaggio intuizionistico.
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Aziom F,D,A,D .G Structural rule
—id clone
rA— A rD;A — G
Program formulas Left rules
LA D — G A Dy — G
(No top) ! with 11 ? with 12
F;A,Dl&DQ — G F;A,D1&D2 — G
F;A1 — G F;AQ,D—)G F;'—>GI F;A,D—)G
lolli1 imp_1
AN G- D — G NAG—-D — G
A [t/2]D — G
all_1
A Yz2. D — G
Goal formulas right rules
LA — G TA — Gy
—  top-r with_r
LA — T LA — G &Gy
A, D — G r'D;A — G
lolli_r imp_r
A — D—oG LA — DG
A — [e/2]G
all.r (cnotin T, A or G)
A — Ve G
Goal_only Connectwes ..................................................................................
F;A — G F;A — G
(NO zero_r) plus_rl plus_r2
LA — G & Gy LA — G @Gy
LA — Gy TA — Gy
— omne.r times_r
r,- — 1 AL Ay — G ® G
—  bang.r exists_r
r;- — !¢ A — J2.G

Figura 3.2: Formule di Harrop Ereditarie Lineari

Questa logica & definita dalla seguente grammatica:
D-formule: D == P | T | Di&D; | G—oD | G—=D |Vaz.D
G-formule: G == P | T | Gi&Gy | D—oG | DG | ¥V2.G
|10 |G @G| Gi®@Gy| G | J2G

Un sistema deduttivo per questo linguaggio & mostrato in Figura 3.2.

Come gia accade per il caso tradizionale, il linguaggio delle formule di Harrop ereditarie lineari
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costituisce un linguaggio di programmazione logica astratta (lineare). La necessita di gestire la
linearita non complica la meta-teoria di questo linguaggio se non per I'introduzione di una nuova
forma di non-determinismo: la gestione del contesto lineare nelle regole lolli_l e times_r. Si veda
[Hod94, HM94, CHP96] per una trattazione dettagliata di problematiche e soluzioni.

3.2.2 1l Linguaggio Loll:

La logica delle formule di Harrop ereditarie lineari & stato implementato come il linguaggio di
programmazione logica lineare Lolli [Hod94, HM94]. Questo linguaggio si puod considerare una
estensione lineare di AProlog.

3.3 Un Esempio dalla Teoria dei Tipi

1l logical framework LF & stato progettato da Harper, Honsell e Plotkin [HHP93] come un meta-
linguaggio per la rappresentazione ad alto livello di formalismi logici e linguaggi di program-
mazione. Nel prossimo capitolo, faremo vedere come questo linguaggio viene usato come formal-
ismo di meta-rappresentazione. Parliamo ora invece della teoria dei tipi sottostante e della sua
implementabilita come linguaggio di programmazione logica.

LF & l'altro linguaggio da cui prende origine il formalismo che proponiamo in questa tesi.
Proponiamo un’estensione di questa teoria dei tipi che include in maniera uniforme tutti i costrutti
che caratterizzano la logica delle formule di Harrop ereditarie lineari, o meglio il suo frammento
liberamente generato.

3.3.1 1l Logical Framework LF

LF [HHP93] ¢ una teoria dei tipi, e pitd precisamente un raffinamento del A-calcolo semplicemente
tipato di Church con tipi dipendenti. LF & composto da varie entita semantiche, disposte su tre
livelli. Vi & innanzitutto il livello degli oggetti. Ogni oggetto appartiene ad un tipo. Sfruttando
la presenza dei tipi dipendenti, si possono formare tipi parametrici, detti famiglie di tipi, dove
i parametri sono oggetti. Istanziando una famiglia di tipi con oggetti di tipo appropriato, si
ottengono dei tipi, che a loro volta classificano oggetti. Tipi e famiglie di tipi costituiscono il
livello dei tipi. Infine, le entita del livello dei tipi vengono classificate per mezzo delle cosiddette
kind, ottenendo cosi il livello delle kind. Pur non volendo entrare in tecnicismi, ¢ utile dare una
visione globale di questi tre livelli mediante la grammatica che li definisce:

Oggetti: M == ¢ | T | Ae:A.M | My M,
Famiglie di tipi: P == a | PM
Tipi: A == P | llz:A;. Ay
Kind: K == tvype | Hz:A. K
Contesti: ' == | [z:A
Segnature: ¥ = | Y,a:K | X,c:A
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Signatures
FEF X fr Sig Y Afryee FF 24 Sig - FY K Kind
——— sLFc_dot sLFc_obj sLFc_fam
FEF ) Sig F'F % e A Sig F'F X, a: K { Sig
Contexts
Fy I Ctr THY AfTYPE
———  cLFc_dot cLFc_var
Fs - Ctz FY T,z: A1 Ctx
Kinds
FFY AfyTyPE Tz:AFY K 1 Kind
kLFc_type kLFc_dep
T Y TvpE 4 Kind T FY Mz A K Kind
Types/type families
kY Pl TYPE r+y" Affryre T,z:AFY B{ TYPE
———— fLFc.a fLFc_dep
'+ P TYPE FFY Tz:A. B{ TYPE
TEY PLTz:A K THFE N A
fLFa_con fLFa_app
TF s al K [HF PN | NF([N/2]K)
Objects
ey M P FFY AftTYyPE T,2:AFY M 1{ B
————— oLFc.a oLFc_lam
ey M4 P e Az A Mz A B
TFY M Tl2:A.B THE N4 A
oLFa_con oLFa_var oLFa_app
Thyeas el A Iz AT Y 2| A 'y M N | NF([N/z]B)

Figura 3.3: Sistema Deduttivo Canonico per LF

x, ¢ ed a fungono da variabili sintattiche che spaziano rispettivamente su variabili e costanti del
livello oggetto e costanti di tipo. TYPE e una kind predefinita che classifica tutte le espressioni
che sono tipi (contrariamente alle famiglie di tipi). TT & il costruttore di tipi dipendenti. Quando,
in lz: Ay. Ay (Ilz: A. K), z non compare in Ay (K), la sintassi viene semplificata in 4y — A
(A — K).

LF gode di numerose proprieta desiderabili per un sistema di tipi. In particolare, & possibile
definire una nozione di forma canonica per oggetti e tipi. Ogni oggetto ben tipato ¢ riducibile ad
un unico oggetto in forma canonica (a meno di a-conversioni). Lo stesso vale al livello di tipi e
kind. LF gode pertanto della proprieta di Church-Rosser a tutti i livelli. Entita interriducibili
sono equivalenti modulo le regole di n-conversione. LF & un’estensione molto debole del A-
calcolo semplicemente tipato di Church. Questo fatto, apparentemente limitativo, preserva alcune
proprieta fondamentali di quest’ultimo formalismo: la possibilita di usare la sintassi astratta
di ordine superiore e quella di vederlo come un linguaggio di programmazione logica. Quali
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estensioni di LF' preservino la decidibilita del type checking & argomento corrente di ricerca (ad
esempio, solo molto recentemente la regola di n-conversione, non considerata in [HHP93], & stata
dimostrata accettabile in questo senso).

La teoria dei tipi sottostante ad LF & un linguaggio di programmazione logica astratto [Pfe91].
Si veda anche [ENl90, Pym90, PW90] per analisi del concetto e delle problematiche della program-
magzione logica nell’ambito delle teorie dei tipi.

3.3.2 1l linguaggio EIf

LF & stato implementato come il linguaggio di programmazione logica Fif [Pfe91, Pfe94al. Eif
e ben pid che un’implementazione di LF. Si tratta infatti di una vera e propria interfaccia in-
terposta tra LF e I'utente che vuole usare questo formalismo per studiare un linguaggio oggetto.
Lungi dall’introdurre costrutti spuri, Fif mette a disposizione dell’utilizzatore accorgimenti op-
erazionali che semplificano le interazioni con il sistema di tipi. In questa sezione, descriviamo
la sintassi concreta di questo linguaggio, che da una parte useremo nel prossimo capitolo per
agevolare la scrittura di meta-rappresentazioni scritte in LF. Inoltre, estenderemo la sintassi di
questo linguaggio in modo conservativo per includere i costrutti lineare che aggiungeremo a questo
formalismo nel corpo di questa tesi.

L.a seguente tabella associa ogni operatore di LF' alla sua rappresentazione concreta. Alcuni
operatori ammettono piu di una scrittura. In particolare, usiamo la freccia per modellare un
costruttore di tipi dipendenti nel cui corpo non compare la variabile legata. Inoltre, offriamo la
possibilita di scrivere le implicazioni con gli argomenti rovesciati invertendo il senso della freccia.

H Sintassi astratta ‘ Sintassi concreta
TYPE type
Kind
. Ha: A K {2: AVK A-> K K < A
Ting PM P M
P Mz:A.B {z:A)B A -> B B < A
. Az A M [z:AIM
Oggetti
M N M N

La seguente tabella descrive precedenza e associativita degli operatoriintrodotti. Ovviamente,
si possono usare le parentesi per cambiare la precedenza relativa i questi costrutti. Si noti che
il raggio d’azione dei costrutti che legano variabili si estende fino alla fine della dichiarazione
corrente, o della prima parentesi chiusa.
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Precedenza Operatore Posizione
. . -
pit elevata . assoclativo a sinistra
_=> associativo a destra
_ <= associativo a sinistra
pitl bassa {1} [.: 1. prefisso a sinistra

Un programma FIf rappresenta una segnatura di LF. Ogni dichiarazione ¢ : A viene scritta
c: A.

e similmente per le dichiarazioni di famiglie di tipo. Le assunzioni presenti nel contesto vengono
fatte durante I’esecuzione di un programma Flf.

Usiamo ¥ per indicare un commento che si estende fino alla fine della riga corrente.

Semplifichiamo la scrittura delle dichiarazioni di LF adottando alcune convenzioni. Innan-
zitutto, il tipo delle variabili legate dagli operatori di tipo dipendente e A-astrazione pud essere
lasciato implicito ogni volta che & possibile ricostruirlo sulla base delle dichiarazioni circostanti.
Il problema della ricostruzione dei tipi e in generale indecidibile, ma cid & raramente un prob-
lema nelle applicazioni concrete. Qualora manteniamo implicito il tipo A di una variabile x in
espressioni di questo tipo, scriviamo {x}B e [x]B in luogo di {x:A}Be [x:A]B rispettivamente.

Un’altra utile convenzione e quella di usare identificatori che iniziano con una lettera maiuscola
per indicare variabili quantificate da un costruttore di tipo dipendente qualora quest’operatore
racchiuda l'intera dichiarazione. In questo modo possiamo omettere questi completamente questi
operatori.
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Capitolo 4

Meta-representazione

La capacita di fornire rappresentazioni computabili di linguaggi formali, quali le logiche e i lin-
guaggi di programmazione considerati nei capitoli precedenti, & il primo passo nella progettazione
di strumenti di sviluppo di dimostrazioni assistiti da computer e verifica automatica di programmi.
Infatti, la disponibilita di una maniera concreta per rappresentare inferenze logiche apre le porte
alla possibilita di fare verificare loro correttezza da un calcolatore elettronico, il quale puo anche
aiutarci a ricercarle. Questo e estremamente utile progettando nuove logiche e nuovi linguaggi di
programmazione, ma si pud anche sfruttare come supporto didattico nell’insegnamento di corsi di
logica introduttivi. Similmente, maniere concrete per rappresentare le computazioni effettuate da
un linguaggio di programmazione permette la formalizzazione di proprieta di programmi le cui
prove possono essere validate o anche parzialmente generate automaticamente. ‘I'rasformazioni di
programmi quali la compilazione possono venire trattate nella stessa maniera non appena abbiamo
a disposizione un modo adeguato per codificare i loro effetti. In particolare la loro correttezza
puo essere verificata automaticamente.

In questo capitolo, affrontiamo il problema della rappresentazione da una prospettiva tecnica
e presentiamo la metodologia adottata nel logical framework LF. Specificamente, analizziamo
la struttura di linguaggi formali e sistemi deduttivi in Sezione 4.1, presentiamo astrattamente
le tecniche di meta-rappresentazione utilizzate in LF in Sezione 4.2, e le applichiamo alla rap-
presentazione di alcuni aspetti della meta-teoria del linguaggio di programmazione funzionale
Mini-ML che usiamo come esempio concreto. Diamo una presentazione informale di questo lin-
guaggio in Sezione 4.3 e mostriamo come la sua sintassi, la sua semantica operazionale e un
meta-teorema vengono codificati in LF in Sezione 4.4. 1l codice Elf completo per quest’esempio
si trova in Appendice A.

4.1 Meta-rappresentazione di Linguaggi Formali

In questa sezione, analizziamo come i diversi aspetti di sistemi formali interagiscono e come queste
componenti sono strutturate. Tutti questi aspetti si devono tenere in considerazione se si vuole

43
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Meta-theory Uniform proof property Properties of se-

mantic relations

Relations among

Semantics Provability Uniform provability syntactic expres-

stons

Goal formulas | «----oeeeeee - ‘ Program formulas

AT v

Syntactic catego-

Syntax oo

Terms

Figura 4.1: Organizzazione della Presentazione delle Formule di Harrop Ereditarie

dare una rappresentazione effettiva di un linguaggio oggetto. In Sottosezione 4.1.1, analizziamo
la strutturazione di un sistema formale in livelli e parliamo di giudizi. Poi, in 4.1.2, studiamo
la struttura di giudizi e regole d’inferenza. Infine in 4.1.3, parliamo della rappresentazione di
linguaggi formali.

4.1.1 Struttura di un Sistema Formale

Un sistema formale & strutturato in una serie di livelli. 1l livello pii basso & quello della sintassi,
che descrive quali espressioni sono ammesse nel linguaggio. Subito sopra vi e il livello della se-
mantica che descrive il significato dei vari operatori presenti nel linguaggio. Molte applicazioni,
quali la programmagzione o ['uso di logiche come strumenti di codifica si basano su questo livello.
Sopra la semantica, troviamo il livello della meta-teoria in cui vengono prese in considerazione
proprieta del linguaggio ed operano su oggetti semantici. Questo livello viene preso in consid-
erazione nei libri di logica matematica o progettando un linguaggio di programmazione. Ulteriori
livelli possono essere definiti anche se sono raramente utili in pratica. Si veda [Pfe92] per una
trattazione completa. Ad esempio, il livello in cui si studiano proprieta di proprieta di linguaggi
formali, e delle loro dimostrazioni, prende il nome di meta-meta-teoria. Mostriamo in Figura 4.1
la strutturazione in livelli della nostra presentazione delle formule di Harrop ereditarie lineari in
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Sezione 3.2.1.

I vari livelli sono strutturati in maniera uniforme come una serie di relazioni dette giudizi su
entita dei livelli sottostanti. La validita di un giudizio & espressa mediante un sistema deduttivo
costituito da regole d’inferenza. l.a maniera in cui le regole d’inferenza vengono concatenate a

mo’ di evidenza della validita di un dato giudizio prende il nome di derivazione. Questi concetti,
definiti da Martin-Lof, sono discussi in [ML85a, ML85b].

Al livello sintattico, i giudizi sono le relazioni di appartenenza alle categorie sintattiche del
linguaggio in esame. Il sistema deduttivo & costituito dalla grammatica che lo definisce, con le
singole produzioni come regole d’inferenza. Le derivazioni corrispondono ai parse-tree, o pii
comunemente agli elementi della sintassi astratta del linguaggio, che si ottengono dai parse-tree
eliminando le stringhe concrete che vi compaiono e usando i simboli terminali del linguaggio come
nomi per le produzioni.

Al livello semantico, troviamo giudizi quali la derivabilitda di una formula, la valutazione
di un’espressione o la tipizzazione. Regole d’inferenza, sistemi deduttivi e derivazioni sono le
omonime entita che abbiamo gia incontrate nei capitoli precedenti.

Ad un primo livello di approssimazione, i giudizi del livello della meta-teoria sono le proprieta
stesse che lo compongono, i sistemi deduttivi sono le logiche che si usano per dimostrarli e le
derivazioni sono le loro dimostrazioni. Questa prospettiva e tuttavia difficilmente automatizzabile
per la sua generalitd [Sch95]. Tuttavia, molte di queste proprieta hanno la forma “per ogni =
esiste y tale che P(z,y)” e per esse esistono dimostrazioni costruttive, ossia dato un valore per z
permettono di calcolare uno specifico y per cui P(z,y) risulti valida. La dimostrazione di questa
proprieta implementa pertanto una funzione totale y = P(z). Se scriviamo questa funzione come
la relazione P(z,y), facciamo rientrare anche questo caso nello schema di Martin-Lof: P ¢ il
giudizio, il sistema deduttivo viene estratto dalla dimostrazione della proprieta, e le derivazioni
corrispondono al cammino che si deve seguire nella dimostrazione per ottenere P(z,y), o anche
per generare un y tale che questa relazione valga [PR96, Roh96]. Si noti che dimostrazioni diverse
danno luogo a giudizi e sistemi deduttivi diversi, che si possono mettere in relazione al livello della
meta-meta-teoria. Si osservi inoltre che la costruttivita della dimostrazione & cruciale per estrarne
un sistema deduttivo. Questa tecnica fu originariamente proposta da Godel nel suo sistema T
[G6d90].

Concludiamo questa sezione con una tabella che riassume l'interpretazione dei concetti intro-
dotti per i livelli della sintassi, semantica, meta-teoria e meta-meta-teoria.
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Livello Giudizi Variabili Sistemi deduttive Derivazioni
schematiche
Meta-meta-teoria || Proprieta di Istanze di dimos- | Meta- Istanze di meta-
proprieta trazioni, dimostrazioni dimostrazioni
derivazioni,
parse-tree
Meta-teoria || Proprieta di rela- | Derivazioni e Dimostrazioni Istanze di
zioni semantiche parse-tree dimostrazioni
Semantica || Relazioni su Parse-tree Sistemi deduttivi | Derivazioni
entita sintattiche
Sintasst || Categoria Stringhe grezze Grammatiche Parse-tree
sintattica

4.1.2 Anatomia di un Sistema Deduttivo

In questa sezione studiamo la struttura di giudizi e sistemi deduttivi comunemente usati in Inform-
atica e li associamo a connettivi logici particolarmente adeguati per rappresentarli. Logiche non
contenenti questi connettivi sono spesso incapaci di dare meta-rappresentazioni usabili a questi
sistemi formali. Questo studio si focalizza sulla rappresentazione della nozione di derivabilita,
non di derivazione che affronteremo nella prossima sezione.

Nella sezione precedente, abbiamo definito un giudizio come una relazione tra derivazioni di
livello sottostante. Questa definizione € imprecisa in quanto non comprende espressioni del tipo
I' — @, che abbiamo usati come giudizi, ma che includono entita, 1" in questo caso, che non sono
propriamente derivazioni. Accade spesso che un giudizio menzioni esplicitamente o implicitamente
insiemi strutturati che formano il loro contesto. In questo, caso, I' & un insieme semplice, in
logica lineare si hanno multiinsiemi, in LF liste. L.a maniera pid conveniente di rappresentare il
contesto di un formalismo oggetto si ha per mezzo di assunzioni nel contesto del linguaggio di
meta-rappresentazione, che deve pertanto essere abbastanza ricco da poter codificare la struttura
del contesto oggetto. Rappresentazioni dirette come termini di meta-livello non sono adeguate
in quanto obbligano a fornire esplicitamente codice per le operazioni necessarie ad accedere e
manipolare il contesto oggetto. Questo complica la meta-rappresentazione fino al punto di renderla
inutilizzabile. [.’idea & invece fare gestire queste operazioni internamente al meta-linguaggio.

Le regole d’inferenza che costituiscono un comune sistema deduttivo presentano una struttura
ricorrente che permette di classificarle. Ad ogni classe corrisponde un connettivo logico, o un suo
uso, il quale viene utilizzato per dare una meta-rappresentazione a tutte le regole che vi ricadono.
Gli schemi di regole pitd comuni sono mostrati nelle due colonne pia a sinistra di Figura 4.2. Le
altre colonne mostrano la loro rappresentazione in varie logiche.

Una regola d’inferenza viene rappresentato come una formula nel contesto della logica di meta-
rappresentazione. Per codificare sistemi deduttivi che non alterano mai la composizione del loro
contesto, & sufficiente la logica delle clausole di Horn, su cui Prolog, & basato. Questo corrisponde
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Hereditary Harrop

Linear hereditary

Issue Template Horn clauses formulas [LF] Harrop formulas
Rule with no -
premisses LA — © ¢ ¢ T—C
" ;A — P
Rule .Wlth one PoC PoC P_oC
premiss A — ©
Rule with
) A — P T;A — P Pi AP, C
multiple : ’ PiANPy—=C ! ? P& Py—oC
premisses A — 0 [P1 = P, = C]
Access to the A — P AANPSC ANP—C A P-oC
context rAA — C [P— A—C]
Parametric A — P° © (Ve. P) = C (Ye. P) = C
rules ;A — C [(Te: .. P) — C] o
HypOthetical L A4A — P (A N P) S50 (A N P) —C
rules A — C . .
Constraints _ .= C
r,. — C
Context F;Al — P1 F;AQ — P2 P N P _OC
splitting TiA, Ay —s C 1@
A, A —s P
Augmentation _— (A— P)—oC
A — C ’
;A — P
Remotion _— AR P—-oC
TAA — C©
T;A,B — P
Modification _— A® (B—oP)—oC
A4 — C
Extensional I — P(t)
[for each ] ————
rules r — ¢

Figura 4.2: Schemi di Regole d’Inferenza e la loro Rappresentazione in Varie Logiche

ai primi quattro casi in figura, dove si mostrano i connettivi associati. Sistemi deduttivi che
fanno assunzioni nel contesto oppure che si basano sulla nozione di parametri necessitano logiche
che permettono la risoluzione di goal implicazione ed universali, quali il linguaggio delle formule
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di Harrop ereditarie su cui AProlog ¢ fondato, oppure LF nell’ambito della teoria dei tipi. La
maggior parte delle logiche tradizionali e dei linguaggi di programmazione puramente funzionali
o logici si possono formulare in modo da ricadere in sistemi deduttivi con regole di questo genere.

Le logiche substrutturali e i linguaggi di programmagzione imperativi accedono al contesto per
mezzo di operazioni pid complesse quali la rimozione di assunzioni, la loro modifica (ad esem-
pio volendo modellare I’assegnamento), richieste che sia vuoto, eccetera. Possiamo in generale
modellare questi sistemi formali mediante giudizi della forma I';A — G in cui I’ & detto
contesto permanente e si comporta come illustrato sopra (le assunzioni vengono al pid inserite),
mentre A viene chiamato contesto volatile e permette operazioni arbitrarie. Le logiche lineari,
nelle presentazioni in cui il contesto viene partizionato il intuizionistico e lineare, offrono strumenti
adeguati per modellare queste situazioni. L.a metodologia di rappresentazione nel linguaggio delle
formule di Harrop ereditarie lineari su cui Lolli & basato ¢ mostrato nella colonna piu a destra di
Figura 4.2.

In questa tesi, ci baseremo unicamente su regole di questo tipo. Altri schemi sono possibili
ed alcuni hanno rilevanza concreta. Mostriamo in figura uno schema di regole estensionali che
richiede che una loro premessa valga per un insieme non noto a priori di istanze. Nessuna delle
logiche considerata pit sopra & in grado di dare rappresentazioni adeguate a questo schema.
Alcune delle loro implementazioni concrete, Prolog, AProlog e Lolli ad esempio, offrono questa
possibilita per la presenza di negazione per fallimento finito fra i loro operatori built-in.

4.1.3 Rappresentazione di Linguaggi Formali

I giudizi sono relazioni e vengono pertanto naturalmente rappresentati da predicati in una logica.
La rappresentazione degli oggetti che correlano & una questione pit delicata. Abbiamo visto che gli
argomenti di un giudizio sono sempre derivazioni. Pertanto, la loro codifica deve appoggiarsi su
operatori che riflettono in pieno la ricca varietd di modi in cui le regole di inferenze vengono usate
per costruire derivazioni. Questi operatori si possono tuttavia ottenere in maniera sistematica
interpretando i connettivi logici identificati nella precedente sottosezione come costruttori di tipi
in una teoria dei tipi appropriata. Il A-calcolo ottenuto considerando i loro costruttori e distruttori
ha la giusta potenza espressiva per modellare le derivazioni ottenute con gli schemi di regole
corrispondenti. [.’estensione dell’isomorfismo di Curry-Howard necessaria dipende dagli schemi
che siamo interessati a modellare.

Le derivazioni corrispondenti alle regole d’inferenza che si possono rappresentare nella logica
delle clausole di Horn hanno una struttura molto semplice. | termini della logica del prim’ordine,
presenti in Prolog e Lolli, sono sufficienti per questo scopo. Non appena vogliamo rappresentare
derivazioni ottenute per mezzo di regole parametriche o ipotetiche, dobbiamo estendere il lin-
guaggio con la A-astrazione e quindi passare ad un A-calcolo vero e proprio in luogo del semplice
linguaggio di termini che caratterizzava il caso precedente. Linguaggio basati su una logica di
ordine superiore quali AProlog e FEIf offrono questa possibilita. Infine derivazioni ottenute per
mezzo di regole d’inferenza che operano su un contesto volatile, la cui codifica richiede una lo-
gica lineare, devono venire rappresentate in un A-calcolo lineare. A nostra conoscenza, non vi &
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alcun linguaggio di programmazione logica, a parte la proposta di cui questa tesi & ’'oggetto, che
contenga un tale linguaggio.

Passiamo ora alla formalizzazione della nozione di meta-rappresentazione e alla definizione di
criteri di correttezza. Una meta-rappresentazione di un insieme .J di giudizi da un formalismo
oggetto L, in un meta-linguaggio £, ¢ una funzione "_" che associa ogni giudizio in J ad una
formula atomica in £, e ogni derivazione menzionata in essi ad un termine nel meta-linguaggio.

Una definizione pit specifica verra fornita nel caso di LF.

Per essere di qualche utilita, la funzione di meta-rappresentazione deve codificare giudizi o
derivazioni distinti del linguaggio oggetto come entita diverse nel meta-linguaggio. Richiediamo
pertanto che questa funzione sia iniettiva. Se il codominio associato ad un giudizio possiede certe
caratteristiche di uniformita, ¢ spesso desiderabile che "_7 sia una biiezione. Questi requisiti
vengono detti adeguatezza sintattica.

Oltre a questa caratterizzazione sintattica, ci aspettiamo che una formula di meta-livello rap-
presentante un giudizio di J sia dimostrabile se e solo se il giudizio ¢ esso stesso derivabile nel
formalismo oggetto. Questa & 1’adeguatezza semantica. In LF, adeguatezza sintattica e semantica
coincidono poiché in questo formalismo la derivabilita & sempre accompagnata da una derivazione
che la giustifica, e gli oggetti sono sempre derivazioni di qualche giudizio.

Ogniqualvolta codifichiamo un formalismo oggetto in un meta-linguaggio, dobbiamo fornire
evidenza dell’adeguatezza sintattica e semantica della funzione di rappresentazione usata enun-
ciando e dimostrando i teoremi di adequatezza corrispondenti. Questo passo viene spesso omesso
o perché la corrispondenza ¢ ovvia, oppure perché e troppo complessa o noiosa da dimostrare. In
questa tesi, enunceremo sempre i nostri teoremi di adeguatezza, ma li dimostreremo solamente
quando introducono novita sostanziali non apparenti in risultati precedenti.

4.2 Meta-rappresentazione nel Logical Framework LF

Il logical framework LF adotta in pieno la metodologia di meta-rappresentazione delineata nella
sezione precedente. Consideriamo ad esempio la codifica in questo linguaggio di giudizi oggetto
della forma I' — (', dove I' & un contesto permanente e C' una formula di un qualche livello
sottostante. Applicando ricorsivamente la tecnica che stiamo presentando, codifichiamo i giudizi
di cui C' & una derivazione per mezzo di un tipo 7 di LF'. Gli elementi di I' vengono rappresentati
da opportune assunzioni nel contesto del meta-linguaggio. 1l giudizio schematico ' — _ viene
rappresentato mediante la costante di tipo J avente kind 7 — TYPE. Pertanto, ogni istanza
I' — C di questo schema & un tipo di base della forma 3t dove t¢ ¢ la rappresentazione di
C.

Le regole d’inferenza che definiscono il giudizio I' — € sono rappresentate da dichiarazioni
R : A nella segnatura. R identifica la regola, mentre A ne rappresenta la struttura mediante la
tecnica vista nella sezione precedente, riproposta schematicamente nel caso di LF in Figura 4.3.

Una derivazione di I' — ' & rappresentata da un oggetto M di LF che rende derivabile
il giudizio di meta-livello I F¥F M {} 1t¢, dove ¥ contiene la codifica del sistema deduttivo di
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Issue Template Declaration Derivation
Judgment r — C J © T—TYPE Ite
Rule with no R : IXy:m. ... I[IX, 7.
. —r R1T1...1,
premisses r — ¢ Jtc
Rule with one r — P R : HOXy:m. .. .1IX,:7,.
. -, Rt ...1, Dp
premiss r — C Jip > Jic¢
RUIe.Wlth r—pP T — P R : MXy:m....1MX,:7,.
multiple r R t1 ...ty Dp, Dp,
premisses r —«¢ Jitp, =2 Jtp, > Jic
r — P R: IXy:m....lIX,:7,.
Access to the . - nen Rt ...ty Dp Dy
context ra — ¢ Jtp > Jtq —> Jic
i r — P°© R HX1:m. ... 11X, 7.
Parametric L= o 1:71 n:Tn R #y ...ty (Ac:i7.Dp)
rules r — C (Me:7..3tp) = Jte
i rAa —p R: OXy:m....IIX,:7,.
Hypothetical oA 1:71 n'Tn Rty ...ty (Ae:3ta.Dp)
rules r — C (Ita = 3tp) = Itc '

Figura 4.3: Metodologia di Rappresentazione in LF

livello oggetto e I/ la rappresentazione di I'. Facciamo vedere i termini risultanti nella colonna di
destra della figura.

Il trattamento del livello sintattico deve essere specializzato a causa della presenza di variabili,
che sono caratterizzate da complesse condizioni di visibilitd e da operazioni specifiche quali la
sostituzione. Una loro codifica diretta come descritto sopra obbliga a dare una rappresentazione
anche a queste condizioni ed operazioni, rendendo 'intera meta-rappresentazione cosi pesante da
non permetterne nessun uso concreto. Il livello sintattico viene invece rappresentato mediante la
tecnica della sintassi astratta di ordine superiore: le variabili oggetto sono rappresentate come
variabili di LF, i costrutti che le legano mediante operatori di tipo funzionale in modo da usare la
A-astrazione del meta-linguaggio come binder universale, e la sostituzione mediante 'applicazione
e conseguente J-riduzione di LF.

In fin dei conti, una meta-rappresentazione di un insieme di giudizi .J di un formalismo oggetto
L, in LF & una funzione "_7 che associa ogni giudizio schematico in J ad un tipo di base e ogni
derivazione per questi giudizi ad un oggetto canonico di questo tipo. Giudizi sintattici vengono

invece gestiti mediante sintassi astratta di ordine superiore.
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Un tipico teorema di adeguatezza per una rappresentazione in LF richiede che la funzione di
meta-rappresentazione " _7 sia una biiezione composizionale tra giudizi derivabili in J e tipi di
base abitati di LF, e tra derivazioni di livello oggetto per questi giudizi e oggetti canonici di quei
tipi. La composizionalita richiede che la rappresentazione di una sostituzione oggetto coincida con
la sostituzione di meta-livello delle rappresentazioni delle entita in gioco. Serve per ’adeguatezza
della codifica relativamente alla sintassi astratta di ordine superiore.

4.3 1l Linguaggio Mini-ML

In questa sezione e nella prossima mostriamo una rappresentazione concreta in LF. Consideri-
amo una variante del linguaggio funzionale Mini-M1 [CDDK86, HM90, MP91, Pfe92] e mostriamo
come codificare in L} la sintassi, la semantica e un meta-teorema. Aggiungeremo costrutti im-
perativi, non trattabiliin LF, nel Capitolo 6 e faremo vedere come dare loro una rappresentazione
effettiva nell’estensione lineare di LF che proponiamo.

In questa sezione diamo una descrizione informale di Mini-ML e della proprieta che vogliamo
formalizzare. La rappresentazione in LF ¢ 'oggetto della Sezione 4.4.

4.3.1 Espressioni

Mini-ML & un piccolo linguaggio di programmazione funzionale basato su un A-calcolo semplice-
mente tipato a la Curry. Contiene numerali, espressioni condizionali, coppie, definizioni polimorfe,
ricorsione e naturalmente espressioni funzionali. 1l livello sintattico consiste di espressioni e tipi,
ed @& specificato dalla seguente grammatica:

Espressioni: e =z (Variabili)
|z | se | case eof z = ¢ |sz = e (Numeri naturali)
| (e1,€e2) | fste | snde (Coppie)
| lam z.e | e €2 (Funzioni)
| letval @ = e; ine; | letnamex = ey iney;  (Definizioni)
| fix z.e (Ricorsione)
Tipi: 7T u=mat | X7 | 7127

Le nozioni di variabili libere e legate ¢ definito come nel caso del A-calcolo semplicemente
tipato di Church presentato nel Capitolo 2. Al solito, identifichiamo termini a-equivalenti, ossia
espressioni che differiscono solamente per il nome delle loro variabili legate. Usiamo [¢’/z]e quale
nostra sintassi informale per la sostituzione di un’espressione €’ in luogo delle occorrenze libere
della variabile z in e.
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—  tpe_x
z:7tkF z:71
)
T ¢ ¢: nat 't e:mat T F e :7 T,z:nathF® ey:7
— tpe_z —  tpes tpe_case
I'+° z:nat T +° se:nat F'F caseeof z = e |sz = ey T
e THE eg:m F'Fee:m xm FE e:m x
tpe_pair —_  tpe_fst —  tpe_snd
T F® {e1,e3) i1 X T TF® fste:m Tt snde:m
bl
Fz:m Fe e:my FTFe e :m—1 T FE eg:my
tpe_lam tpe_app
' lamz.e:m = m IF'F erea:m
FHeer:m T,zim F° es:m [ F [en/x]es: T
tpe_letval tpe_letname
T'Fe letvalz = €1 ines : ™ T F° lethamez = ejInes : T
Fz:rkFe:T
—  tpefix
IFe fixz.e: T

Figura 4.4: Regole di Tipizzazione per Mini-ML

4.3.2 Tipizzazione

Le regole di tipizzazione per espressioni Mini-ML, specificate in Figura 4.4, definiscono il sotto-
linguaggio delle espressioni ben tipate. Esse permettono di discriminare costruzioni sintattiche
valide da espressioni prive di senso (fst z ad esempio). Questo sistema deduttivo specifica la
semantica statica di Mini-ML.

Per dare un tipo ad un’espressione, dobbiamo assegnare un tipo a tutte le variabili libere che
vi compaiono. Ci rifacciamo pertanto ad un contesto definito come segue:

Contesti: ' u= - | ['z:7

[.a semantica statica di Mini-M [ presenta due caratteristiche interconnesse: innanzitutto es-
istono espressioni, specie quelle funzionali, che hanno piu di un tipo. Inoltre, 'operatore levhame
& debolmente polimorfo in quanto ad ogni occorrenza di z nella regola tpe letname puo essere
assegnato un tipo diverso.

4.3.3 Valutazione

La semantica dinamica di Mini-ML & data dal giudizio di valutazione che specifica come calcolare
il valore di un’espressione ben formata. In Figura 4.5, presentiamo un sistema deduttivo per
la valutazione di espressioni Mini-ML. Questo sistema si appoggia su una strategia diversa da
quanto solitamente specificato [Pfe92], adottando invece un metodo che si basa su continuazioni
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K F eval [fixz.e/z]e > v

Expressions
K F returnz < v K, z.returns z  eval e < v
(No ev_x) ev_z ev_s
K F eval z — v K F evalse v
K, \y.case* yof z = e; |sz = es F evale v
ev_case
Kt evalcase eof z = ¢e1|sz = e3> v
K, Az.(z, e)* F evale; — v
ev_pair
K | eval (e1,e3) — v
K, e fst* z F evale > v K, z.snd" z - evale — v
ev_fst ev_snd
K F evalfste — v K F evalsnde — v
. - *
K F returnlam z.e < v K,Az.app” z ey F evale; — v
ev_lam ev_app
K F evallam z.e — v K F evaleg ey — v
K, z.evales - evale; —> v K + eval [e1/x]es — v
ev_letval ev_letname
K+ evalletvalz = ¢; Iney — v K F eval letnamexz = ey iney <> v

ev_fix
K F evalfixz.e 5w
Values
KF [V/z]i—w
ev_init ev_cont
init - returnv < v K, z.i F returnv’ — v
Auxiliary instructions
KFevale, — v
eV_Case;
{ I case® z of z e1|sx € v
K+ *zofz = e = ey
K F eval [v/'/z]eq < v
eV_CaSe;
K F case* sv'of z = e sz = e3 v
K,Xz.return (v',z) F evale v
ev_pair®
KF (v, e) 5w
K F return v, < v K F returnvs < v
ev_fst* ev_snd”
K F fst™ (vi,v9) = v K F snd" (vi,v3) > v
K,Az.evale; | eval eg — v
ev_app”

K F app* (lam z.¢e1) e3 > v

Figura 4.5: Valutazione Basata su Continuazioni per Mini-M1
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Instructions
rree:r . P w:r .
tpi_eval tpi_return
I+ evale: 7 Tt returnv:r
T v:mat T F* e :7 T,z:mnat F°®ey:7
- tpi_case®’
[+ case®* vofz = e |sz = es:T
F'FCwv:m DFEe:m FFv:im xm TF v:im xm
- tpi_pair* ————————— tpifst’ ——————————— tpisnd’
* *
I'F (v,e)* i1 x 7 TF fst"v:m TF snd®v:m
Frrev:im—omn THE e:m
- tpi_app®
I' " app*ve:n
Continuations
e it FE K r=>n
tpK_init tpK_lam
FE init:r=> 7 FE K xzi:m = n

Figura 4.6: Regole di Tipizzazione per Mini-ML, Istruzioni e Continuazioni

[DHM91, HP92, Pfe92], particolarmente adeguato alla realizzazione di compilatori ed interpreti.

A questo scopo, dobbiamo aumentare il linguaggio di base di Mini-ML con due categorie sint-
attiche ausiliari: continuazioni e istruzioni. L’idea ¢ di calcolare il valore di una sottoespressione
di un’espressione data per volta, memorizzando le altre in una continuazione a cui si accede non
appena si e terminato con la sottoespression corrente. Stadi intermedi di valutazione vengono
gestiti mediante istruzioni ausiliari. Abbiamo la seguente grammatica:

Istruzioni: i == evale | returnv
| case* vof z = e1|sz = e
| (v,e)* | fst™ v | snd* v
| app* ve
Continuazioni: K = init | K, Az.1

Le regole di tipizzazione per queste entita intermedie sono mostrate in Figura 4.6.

4.3.4 Preservazione dei Tipi

Una fondamentale proprieta di Mini-ML & che il valore v di un’espressione e ha lo stesso tipo
di e. Questo risultato viene chiamato preservazione dei tipi. Una dimostrazione di questo fatto
& banale e si ottiene per induzione. Essa si basa pero sulla validita di due lemmi: weakening e
sostituzione.
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Lemma 4.3.1 (Weakening)
i. Se I' e e 7, allora T',T" k¢ e:T;
ii. Se T+ 4:7, allora T,T ' i:T. O

Lemma 4.3.2 (Sostituzione)
i.Se I'a:r"Feeire ' €7, allora T F° [¢/x]e: T;
ii. Se Tya:r' F i:re TR €1, allora T [e//z]i:T. ]
La proprieta di preservazione dei tipi & espressa dal seguente teorema, dove servono assunzioni

ausiliari per assicurarsi che la continuazione sia ben tipata. Diamo una dimostrazione dettagliata
di questa proprieta nella prossima sezione.

Teorema 4.3.3 (Preservazione dei tipi)

Se KFi—sveon - Fi:r,e FX K:r=7, allora - F° v:7.

Nel caso la continuazione considerata sia iniziale, otteniamo il seguente risultato, a cui siamo
interessati.

Corollario 4.3.4 (Type preservation)

Se init - eval e v con - F¢ e: 1, allora - F¢ v:T.

4.4 Rappresentazione di Aspetti di Min:-ML in LF

In questa sezione, formalizziamo in LF la discussione informale di Mini-M [ data nella sezione
precedente. [’essenza del materiale mostrato ¢ ispirato da [Pfe92] a cui rinviamo il lettore per
approfondimenti. Per semplicita, ci rifacciamo alla sintassi concreta di Flf presentata nel capitolo
3. 1l codice completo e i teoremi di adeguatezza sono stati raccolti nell’Appendice A.

4.4.1 Sintassi

Le quattro categorie sintattiche di Mini-ML, espressioni, tipi, istruzioni e continuazioni, vengono
rappresentate mediante le seguenti quattro costanti di tipi:

exp : type. instr : type.
tp : type. cont : type.

A scopo illustrativo, ci concentriamo sulle espressioni per le quali sviluppiamo in dettaglio le
dimostrazioni dei teoremi di adeguatezza.
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Codifichiamo le produzioni della grammatica definente le espressioni di Mini-ML, presentata
nella sezione precedente, per mezzo della funzione di rappresentazione " _7 definita come segue:

Espressioni : exp 27 = =z
z7 = z
I_S e—l — s l_e—l
Tcase eof z = €1 [sz = ey = case "e' ey [z:expl ey’
T(e1,e2)7 = pair Te;! ey’
fste? = fst Te”
"snde' = snd e’
Mlam z.e’ = 1lam [z:exp]Te’
Cerey? = app Ter” Tey’

Tletval z = e; in ey’
Metname z = e; in ey’

letval "e; ' [z:exp]liey”
letname "e; ' [z:exp] ey’

Mfixz.e! = fix [z:exp]lTe’

Dove si hanno le seguenti dichiarazioni per ognuna delle costanti Elf utilizzate:

zZ :exp.
s P exp => exp.
case texp -> exp -> (exp -> exp) -> exp.
pair I exp -> exp -> exp.
fst I exp -> exp.

Yexp = (exp: type.) + snd : exp —> exp.
lam : (exp -> exp) -> exp.
app D exp -> exp -> exp.
letval :exp -> (exp => exp) =-> exp.
letname : exp -> (exp -> exp) -> exp.
fix : (exp -> exp) -> exp.

Si osservi I'uso della sintassi astratta di ordine superiore per codificare le variabili di Mini-ML e
i costrutti che le legano: le costanti Elf che le rappresentano hanno un tipo funzionale per fare
posto alla A-astrazione usata come binder universale.

Passiamo ora alla dimostrazione dell’adeguatezza di questa rappresentazione. Vogliamo ottenere
le seguenti proprieta:

e La rappresentazione di ogni espressione Mini-ML ben formata & un oggetto canonico di LF
di tipo exp;

e Ogni oggetto canonico di tipo exp ¢ la rappresentazione di una qualche espressione in Mini-
ML;

e La funzione "_7 & una biiezione;

e QQuesta funzione ¢ composizionale.
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Formalizziamo queste proprieta nella seguente serie di lemmi:
Lemma 4.4.1 (Correttezza della rappresentazione delle espressioni di Mini-ML)

Per ogni espressione Mini-ML e con variabili libere x4, ..., z,, il giudizio LF

T1:€Xp,...,Tp:eXP P—g;xp Te™ 1 exp
r

¢ derivabile.
Dimostrazione.

Si procede per induzione sulla struttura di e. Facciamo vedere i casi pil significativi. Le

spiegazioni sono in lingua Inglese.

e=u;

D! i xy:exp,...,T; €xXp,..., T, exp l—g;xp by rule oLFa_var,

z; | exp

D =T l—’ixp z; I} exp by rule oLFc_a on D/,

D =T l—g:xp T2;7 ) exp by definition of "_7.
e=7

DT l—’ixp z | exp by rule oLFa_con,

D =T l-g:xp "z 1 exp by rule oLFc_a on D’ and definition of "_7.
e = (eq,es)

Dy T l—IE‘:XP Te1 7 ) exp by induction hypothesis on €1,

5T l—%;p Tey ) exp by induction hypothesis on es,

D' = I'ky  pair | exp => exp -> exp by rule oLFa_con,

Dy :Thy  pair Te;” |exp -> exp by rule oLFa_app on D’ and Dj,

Dy 2T l—’ixp pair ey ey | exp by rule oLFa_app on D; and Dj,

D =T l—%;p T(e1,e2) 7 {} exp by rule oLFc_a on D5 and definition of ©_7.

‘e = (letname z = e; in e,) ‘

Dy =T l—’ixp Te1 " ) exp by induction hypothesis on ey,
D, T, z:exp I—Ig;xp Tes T exp by induction hypothesis on e; where z is free,

Dy T by, Aziexp.les” fhexp —> exp by rule oLFc_lam on Dey, and D5,
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D T I—Ig;xp letname | by rule oLFa_con,
exp —> (exp -> exp) -> exp

Dy 2T I—’g;xp letname "e; " (Az:exp.Tey) | by two applications of rule oLFa_app on D’ and
exp D}, and then DY,

D =T l—g;xp Mletnamez = e; ine;  ffexp by rule oLFc_a on D5 and definition of 7.7, &

Allo scopo di dimostrare che ogni oggetto LF derivabile di tipo exp & la rappresentazione di
una qualche espressione Mini-M L, dobbiamo definire la funzione L_J, inversa di "_".

LT = x
LZ] = VA
s My = s My

Lcase M M, [z:exp]l My,
Lpair My My,

case _(M.oofz = My.|sz = My,
(LM, My 0)

Lfst Mo = fst LM,

tsnd My = snd.M.,
tlam [z:expl]M, = lamaz. .M,
tapp My My = Mjo L My,

Lletval My [z:explMs. letvalz = .M. in .My
Lletname M; [z:exp]lM;. lethamez = M in .M,y
Lfix [z:exp]My = fixz.. M,

Si ha allora il seguente lemma, dimostrato per induzione sulla derivazione del giudizio LF dato.

Lemma 4.4.2 (Completezza della rappresentazione delle espressioni Mini-M1L)

Per ogni contesto LF I = zq:exp,...,z,:exp e oggetto M, se il giudizio
'y M 1) exp

~exp

e derivabile, allora .M 1 é definita ed é un’espressione Mini-MI valida. |

I seguenti due lemmi si dimostrano per induzione.

Lemma 4.4.3 (Biiettivita della rappresentazione delle espressioni Mini-ML)

La funzione "7 é una biiezione con inversa __, tra espressioni Mini-ML e oggetti LF M per

i quali LM o é definita. Pii precisamente:
i. SeTei'="ey, allora e; = ey;

it. Se LM é definita, esiste un’espressione Mini-M1 e tale che "e = M;
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1ii. Per ogni espressione Mini-ML e, ("e'1 = e;

. Per ogni oggetto LI M tale che LM é definito, " M _" = M. O

Lemma 4.4.4 (Composizionalita della rappresentazione delle espressioni Mini-M1I)

Per ogni espressione Mini-ML e ed €', "[e'/x]e” = [Te'7/x]7e™. O

Questi quattro lemmi vengono solitamente espressi in maniera piua sintetica nel seguente teor-
ema, detto appunto adeguatezza della meta-rappresentazione:

Teorema 4.4.5 (Adeguatezza della rappresentazione delle espressioni Mini-M1L)
La funzione "7 ¢ una biiezione composizionale tra espressioni Mini-ML con variabili libere

XT1y..., Ly, € oggetti LF canonici M tali che il giudizio
T1:exp,..., T, eXp I—If:xp M { exp

é derivabile. O

Il trattamento dei tipi avviene in maniera del tutto analoga. Poiché i tipi di Mini-ML non
contengono variabili, non serve parlare di composizionalita . Facciamo vedere la codifica ed
enunciamo il teorema di adeguatezza.

Tipi: tp "nat’ = nat
"rixXxm' = "r7 cross "my”
"1 —= 1" = "r? arrow "my!
nat :tp.

Yip = (tp : type.) + cross:tp -> tp -> tp.
arrow : tp -> tp —-> tp.

Teorema 4.4.6 (Adeguatezza della rappresentazione dei tipi di Mini-ML)

La funzione "7 é una biiezione tra tipi Mini-ML ed oggetti LF canonici M tali che

ks, M ftp

é derivabile. O
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Il trattamento di istruzioni e continuazioni segue lo stesso schema. Facciamo vedere solamente
le rispettive codifiche.

Istruzioni : instr Tevale?! = eval e’
"returnv' = return v’
Ccase* vofz = e |sz = ey’ = casex v Tey ! [2:exp]lTey’
T(v,e)*7 = pair¥ "o e
fst* v = fst*x "v”
Tsnd* v = sndx "o
Capp*vel = app* "0 ¢
Continuazioni : cont Minit? = init
"K,Az.e' = TK?" - [z:exp]™:”

Nei precedenti teoremi di adeguatezza, abbiamo vincolato le segnature a menzionare solamente
le costanti necessarie per dare una rappresentazione alle entita in gioco. Queste segnature si pos-
sono tuttavia aumentare con ulteriori dichiarazioni purché non interferiscano con queste costanti,
mantenendone la validita. Considereremo d’ora in poi la segnatura X necessaria per la codifica
dell’intero esempio.

4.4.2 Semantica: Tipizzazione e Valutazione

La rappresentazione dei vari giudizi che definisco la tipizzazione delle varie entita in gioco segue
lo schema mostrato sopra. Analizziamo in qualche dettaglio il caso delle espressioni.

Il giudizio associa un’espressione Mini-ML al suo tipo & rappresentato dalla seguente costante
di tipo in Elf:
tpe : exp -> tp -> type.
Facciamo vedere a titolo esemplificativo la codifica in Elf della regola tpe letname:

tpe_letname : tpe (letname E1 E2) T
<- tpe (E2 E1) T.

Abbiamo il seguente teorema di adeguatezza:

Teorema 4.4.7 (Adeguatezza della rappresentazione della tipizzazione in Mini-M1I)

Dati un’espressione Mini-ML e ed un tipo T, esiste una biiezione composizionale "_" Tra
derivazioni di
T1iTl, .oy TniTy Fo e T

e oggetti LF canonici M tale che

T1:exp, .o., TpieXp,

FE° M 1 tpe Te? 77
tyitpe 1 ", ...,y itpe T, B z frtp

[_Tn

¢ derivabile. O
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La stessa tecnica si applica alla rappresentazione degli altri due giudizi di tipizzazione di
Mini- ML presentati nella sezione precedente.

Si procede in maniera simile nel caso della valutazione. Facciamo uso questa volta della
seguente dichiarazione di tipi:

ev : cont -> instr -> exp -> type.
Si ha il seguente teorema di adeguatezza:

Teorema 4.4.8 (Adeguatezza della rappresentazione delle valutazioni di Mini-M1I)

Data una continuazione Mini-ML chiusa K, un’istruzione chiusa i, e un’espressione chiusa
v, esiste una biiezione composizionale "7 tra derivazioni di

KFisv
e oggetti LF M tale che
B M frev TKT Ti7 Tyl

¢ derivabile. O

4.4.3 Meta-teoria: Il Teorema di Preservazione dei Tipi

Rappresentiamo il teorema di preservazione dei tipi per Mini-ML per mezzo della dichiarazione
di tipi:
pr : evKIA->1tpiIT->tpKKTT  ->tpe AT -> type.

per la quale abbiamo il seguente teorema di adeguatezza:

Teorema 4.4.9 (Adeguatezza della rappresentazione della preservazione dei tipi per Mini-ML)

Dati una continuazione Mini-ML chiusa K, un’istruzione chiusa 1, un’espressione chiusa v,
tipi 7 e ', e oggetti LF E, T; e Tk tali che i giudizi

FE Efev KT Ti0 Ty
I Ty tpi T T
-I—IiF T ftpK "K™ "™ Crin

siano derivabili, esistono oggetti LF T" ed M tali che

“FYT T A tpe "o T

B M Apypr TKT T T T T BT T T

sono derivabili. O
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[oggetto M di cui si parla nell’enunciato di questo teorema viene costruito sulla base della
rappresentazione dei vari casi della dimostrazione del teorema di preservazione dei tipi come regole
di deduzione. Riproponiamo questo risultato assieme ad una parte della sua dimostrazione. Dopo
ogni caso trattato facciamo vedere la dichiarazione Elf che lo emula.

Teorema 4.3.3 (Preservazione dei tipi)
Se Ex2KFi—wvecon Tk 1.7, e TK K K:r=7,allora T F°v:T.
Dimostrazione.

Procediamo per induzione sulla struttura di £ e inversione su 7; e Tx. Facciamo vedere
solamente un numero limitato di casi, i rimanenti sono altrettanto semplici. 1l codice FIf cor-
rispondente a questa dimostrazione si puo trovare in Appendice A.

((/‘I

K F returnz — v
ev_z £ = ev_z
Kt evalz—v

with 7 = eval z.

Te =+ k¢ z:nat and 7= nat by inversion on tpi_eval and tpe_z for 7;,

7! - F returnz : nat by rule tpireturn on 7.,

T - Fewv:T by induction hypothesis on &', 7, and Tk.
pr-ev_z : pr (ev_z E°) (tpi_eval tpe_z) TK Ta

<- pr E° (tpi_return tpe_z) TK Ta.

((:I

K, z.returns z F eval e 5 v
ev_s S = ev_s
K Fevalse v

with i = evalse.

Te =+ F° e:nat and 7 = nat by inversion on tpi_eval and tpe_s for 7;,
7! - F eval e: nat by rule tpi_eval on 7.,
Ty @x:nat F° sz nat by rule tpe x and tpe_s,
7' :: 2 :nat ' returns z : nat by rule tpireturn on 7,
Ti = FX K Az.returns z : nat = 7 by rule tpK_lam on 7;” and 7k,
T -Fw:7T by induction hypothesis on &, 7 and T}, .
pr-ev_s : pr (ev_s E°) (tpi_eval (tpe_s Te)) TK Ta
<- pr E-

(tpi_eval Te)
(tpK_lam TK [x][t:tpe x nat] tpi_return (tpe_s t))
Ta.
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[evemse] €=

((/‘I

K,Ay.case* yofz = e1|sxz = es F evale v

ev_case

K F evalcase cof z = ¢ |sz = ey v

with i —eval case eof z = ¢ |sz = es.

Te - F e:mat, T/ F° e T and
Tz :mat F° eq i T by inversion on tpi_eval and tpe_case for 7;,
7! - F evale:nat by rule tpi_eval on 7,
T/ :: y:mat by weakening on 7/ and 7!, rules tpe_x and
i Y y ) e e p
case* yofz = e |sz = ey 7T tpi_case*,
Ti o BE by rule tpK lam on 7;” and Tk,
K Ay.case* yof z = e; |sz = ey:
nat = 7
T - kw7 by induction hypothesis on &' 7" and T} .

pr—ev_case

: pr (ev_case E°) (tpi_eval (tpe_case Te’” Te” Te)) TK Ta
<- pr E-
(tpi_eval Te)
(tpK_lam TK [x][t:tpe x nat] tpi_case* Te’” Te” t)
Ta.

oviotwal] -

‘(/“I

K,\zx.eval es F eval ¢y — v

ev_letval

K

F evalletval z = ey Iney = v

with ¢ = eval letval z = ey In e5.

T oo B e 7 and

T vwr' B eq T by inversion on tpi_eval and tpe_letval for 7;,
T! - H oevale : 7 by rule tpi_eval on 7T,

T xr' B oevaleg i T by rule tpi_eval on 7/,

T o FE K Az evales: 7/ = 7 by rule tpK lam on 7;" and Tk,

T o-Fwv:T by induction hypothesis on &', 7; and TF.

pr-ev_letval

: pr (ev_letval E°) (tpi_eval (tpe_letval Te’” Te’)) TK Ta
<- pr E-
(tpi_eval Te”)
(tpK_lam TK [x][t:tpe x T°] tpi_eval (Te’” x t))
Ta.

£ =

g/

K | eval [e1/z]es — v

ev_letname

K + eval letnamez = ey iney < v
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with 7 = eval letname z = e in e,.

Te - F° [er/x]eq: T by inversion on tpi_eval and tpe_letname for 7;,
T oo Hoeval [er/xles : T by rule tpi_eval on 7,
T - Fewv:T by induction hypothesis on &£, 7, and Tk .

pr-ev_letname : pr (ev_letname E’) (tpi_eval (tpe_letname Te)) TK Ta
<- pr E° (tpi_eval Te) TK Ta.

((/‘/
K + eval [fixz.e/z]e > v

€= ov -t

K Fevalfixz.e—v

with i = eval fix z.e.

T ook fixzoe:T by inversion on tpi_eval for 7;,

TS et kFe e by inversion on tpe_fix for 7/,

Te - F° [fixz.e/x]e: T by the substitution lemma on 7. and 7,

T - Foeval fixa.e/zle: T by rule tpi_eval on 7,

T - Fwv:T by induction hypothesis on &', 7/, Tk.
pr-ev_fix : {Te:{x} tpe x T -> tpe (X x) T}

pr (ev_fix E°) (tpi_eval (tpe_fix Te’”)) TK Ta
<- pr E° (tpi_eval (Te’” (fix X) (tpe_fix Te’’))) TK Ta.

ev_init = ev_init

init F returnv — v

with K = init and 7 = returnwv.

T =T by inversion on tpK_init for 7k,
T =-Fw:T by inversion on rule tpi_return for 7;.
pr-ev_init : pr ev_init (tpi_return Tv) tpK_init Tv.
g/

K'F [v/a]i’ = v

ev_cont S = ev_cont

K' Az.i' F returnv’ — v

with K = K/, Az.7 and i = returnv’.

T crir B! and
Ti o FE Kot =7 by inversion on tpK_ lam for Tk,
To -7 by inversion on tpi_return for 7;,

/F N S T T by the substitution lemma on 7;” and 7,
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T w-Fw:T by induction hypothesis on &', 7, and T} .

I3

pr—ev_cont : {Tv: tpe V° T}
pr (ev_cont E°) (tpi_return Tv) (tpK_lam TK Ti“’) Ta
<- pr E* (Ti** V° Tv) TK Ta.

g/

K | eval [v/z]es > v

ev_case’z‘ £ = ev_case)

KF case* sv' of z = ¢ |sz = es v

with i = case* sv' of z = e |sz = ea.

To - F€ v :nat and

T z:mat F° eq: T by inversion on tpi_case® and tpe_s for 7,

T - ke [v/a]es: T by the substitution lemma on 7" and 7y,

Tl -k eval [v/z]es: T by rule tpi_eval on 7,

T -k w7 by induction hypothesis on &', 7, and 7k .
pr-ev_case*2 : {Tv: tpe V nat}

pr (ev_case*2 E°) (tpi_case* Te’” Te’ (tpe_s Tv)) TK Ta
<- pr E° (tpi_eval (Te"” V Tv)) TK Ta.

‘(/“I

K, z.evale; - eval ey — v

K + app* (lam z.e1) e3 — v
with ¢ = app” (lam z.e1) es.
Tk eyt and
T, cwwr' B ey T by inversion on tpi_app* for 7;,
T! - H oevaley: 7 by rule tpi_eval on 7/,
T cxr' Foevaley o1 by rule tpi_eval on 7,
Th KX K Az.evaley : 7/ = 7 by rule tpK_lam on 7; and 7k,
T -k w7 by induction hypothesis on &' 7/ and T}.
pr—ev_app* : pr (ev_app* E°) (tpi_app* Te’” (tpe_lam Te”)) TK Ta

<- pr E-
(tpi_eval Te’")
(tpK_lam TK [x][t:tpe x T] tpi_eval (Te’ x t))
Ta.
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Parte 11

Progettazione di un Logical Framework
Basato sulla Logica Lineare
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Capitolo 5

La Teoria de1 Tipi

La teoria dei tipi A!! sottostante ad LF raffina il A-calcolo semplicemente tipato di Church A~ in
modo che non solo il valore ma anche il tipo del risultato dell’applicazione di una funzione possa
dipendere dal valore dell’argomento. La realizzazione di quest’idea induce vari cambiamenti nella
sintassi del linguaggio. Innanzitutto il costruttore di tipi funzionale — di A™ viene scartato in
favore del costruttore di tipi dipendenti Il. Un tipo semplice A — B viene allora scritto come il
tipo fittiziamente dipendente [1z : A. B dove z non occorre libera in B. Inoltre, i tipi di base di A~
acquisiscono struttura in A, prendendo la forma di una costante di tipo applicata ad una serie di
termini oggetto: a My ... M,. Infine, la suddivisione dei termini in oggetti e tipi viene arricchita
con una terza categoria sintattica, le kind, che permettono di dichiarare il tipo e il numero degli
argomenti di una costante di tipo.

La transizione da A~ a A!! corrisponde vagamente, per mezzo dell’isomorfismo di Curry-
Howard, al passaggio dalla logica proposizionale a quella predicativa. Infatti, il costruttore di
tipi dipendenti generalizza sia ’implicazione che la quantificazione universale, mentre la struttura
delle formule atomiche assomiglia alla costruzione delle famiglie di tipi.

In questo capitolo, proponiamo un simile raffinamento del A-calcolo semplicemente tipato
lineare AT¢== (detto anche PLLF) descritto in dettaglio in [Cer96]. Facciamo vedere come
promuovere il costruttore di tipi funzionali intuizionistico — in modo da permettere dipendenze.
La teoria dei tipi risultante, AT¥=! funge da base per il logical framework lineare LLF che

ATE=I i puo vedere come un’estensione di AT

promulghiamo in questa tesi. In alternativa,
con i tre costruttori di tipi lineari che abbiamo introdotto nel capitolo precedente, T, & e —o,
e dei corrispondenti proof-term. La relazione tra questi quattro sistemi & espressa nel seguente

diagramma:
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Al + T.&,— )\ T&—oll

m m

t t

— —
— T&—o0—

A + T,&,—0 A

Ad un primo livello di approssimazione, AT¥°! corrisponde al frammento della logica lineare
intuizionistica liberamente generato da T, &, —0, — e V. Come abbiamo detto, questo frammento
¢ equivalente alla logica delle formule di Harrop ereditarie lineari, su cui il linguaggio di program-
mazione logica Lolli si basa. Tuttavia, un’analisi dettagliata della corrispondenza mostra che il
nostro formalismo & ben pitd ricco in quanto rende disponibili termini in un A-calcolo lineare di
ordine superiore, in contrapposizione ai termini intuizionistici permessi in Lolli.

L.a promozione di — al costruttore di tipi funzionali dipendenti Il porta in maniera naturale
all’idea di definire versioni dipendenti di & e —o, che chiamiamo X e 11. Non abbiamo fatto questo
passo ulteriore per due motivi. Innanzitutto porta a tremende complicazioni nella definizione della
teoria dei tipi e conseguentemente nella sua meta-teoria. Inoltre, durante i nostri esperimenti con
LLF, non abbiamo mai incontrato situazioni in cui ¥ risultasse utile, e nelle poche circostanze
in cui il costruttore di tipi funzionali lineari dipendenti 11 avrebbe potuto venire usato, la sua
controparte intuizionistica Il & risultato sufficiente per i nostri bisogni di meta-rappresentazione.

Si noti che, sul versante logico dell’isomorfismo di Curry-Howard, ¥ e 1l corrispondono ad
un quantificatore esistenziale additivo e ad un quantificatore universale moltiplicativo, rispettiva-
mente. Come appare dalla discussione nel Capitolo 3, i quantificatori sono gli unici costrutti
della logica tradizionale che non sono stati raffinati in versioni additive e moltiplicative. Per-
tanto, la definizione di costruttori di tipi quali S e 11 avrebbe il positivo effetto di contribuire ad
eliminare quest’anomalia della logica lineare. Sebbene abbiamo dedicato alcuni sforzi al questo
problema, i nostri risultati su questo argomento non sono ancora abbastanza maturi per una loro
presentazione.

Il potere espressivo di LLF quale logical framework verra illustrato per mezzo di vari es-
empi nel Capitolo 6. Dedichiamo invece il presente capitolo allo studio della meta-teoria del

sistema A\ T&—l

sottostante (che chiameremo LLF d’ora in poi). Formalizziamo la sintassi di
questo formalismo in Sezione 5.1 e presentiamo le operazioni di base per esso in Sezione 5.2.
Definiamo la sua semantica in Sezione 5.3 per mezzo di un sistema pre-canonico e dimostriamo
le principali proprieta di questa teoria dei tipi nello stile di [HHP93]. In Sezione 5.4, facciamo
vedere un equivalente sistema tale che ogni giudizio derivabile contiene solamente termini canon-
ici. Nella sezione successiva, adattiamo le tecniche discusse nel capitolo precedente e facciamo
vedere che LLF possiede le proprieta necessarie per interpretarlo e usarlo come un linguaggio di
programmagzione logica. Le dimostrazioni dei risultati conseguiti in questo capitolo, e dei lemmi
di importanza secondaria sono stati raccolti nell’Appendice B (in Inglese). La numerazione &

riferita a quest’appendice.
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5.1 1l Linguaggio

LLF complica la sintassi del A-calcolo semplicemente tipato PLLF presentato in [Cer96] con gli
attributi necessari per accomodare tipi dipendenti. La transizione & simile al passaggio dal A-
calcolo semplicemente tipato di Church ad LF. La sintassi di LLF & specificata dalla seguente
grammatica:

Oggetti: M == ¢ | T | Az:A.M | M; M,
I O | (My,Mg) | ¥stM | sN\NoM | Az:A.M | My "M,
Famiglie di tipi: P == a | PM
Tipi: A == P | llz:A1. Ay | T | Ay& Ay | A —0 Ay

Contesti: W Uoz:A | U,z%A

Kind: K == TvypPE | Mz:A. K
|
Segnature: X = | Y,a:K | Xc:A

Qui, z, ¢ e a spaziano su variabili del livello oggetto, costanti oggetto e costanti di tipo, rispet-
tivamente. In aggiunta ai nomi mostrati sopra, faremo spesso uso di N e B per oggetti e tipi
rispettivamente. Inoltre, chiameremo termine un’espressione che & un oggetto, un tipo (o una
famiglia di tipi) o un kind. Denotiamo termini con le lettere U e V.

Abbiamo evidenziato i costrutti nuovi rispetto ad L} separandoli per mezzo della doppia
sbarra |. E da notare la presenza di assunzioni lineari (23 A) nel contesto in aggiunta alle normali
assunzioni intuizionistiche (z: A) di LF. Infatti, la necessita di mantenere le assunzioni nell’ordine
in cui vengono fatte, allo scopo di rispettare le dipendenze, ci impedisce di separare il contesto
intuizionistico da quello lineare come nel caso semplicemente tipato [Cer96].

Similmente al caso semplicemente tipato, i nomi delle variabili legate dalle due forme di A-
astrazione o dal costruttore di tipi o kind dipendenti Il sono irrilevanti. Consideriamo uguali
termini che differiscono solamente per il nome delle loro variabili legate. Assumiamo la presenza
della regola di a-conversione per rinominare implicitamente queste variabili quando necessario.

5.2 Operazioni di Base

La strutturazione di un contesto ¥ di LLF come un’unica sequenza complica ’accesso alle varie
parti che lo compongono. A questo scopo, definiamo due funzioni, la parte intuizionistica ¥ e la
parte lineare ¥, come segue:

-~

U,2:A = WU,2:A m = &l,
v,2iA = W U,2iA = U,ziA

Ci permetteranno di accedere a queste parti indipendentemente (la prima in particolare). Useremo
questa notazione anche per esprimere il fatto che la porzione lineare del contesto e vincolata ad
essere vuota scrivendo un tale contesto W.
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d \IJ:‘IHN\IJ” linl
s_dot s_lin
=N (U, 27 A) = (¥, 27 A) X @’

U =0 X"’ U =0 ¥

s_int

(O, z:A) = (¥, z:A) X (¥, z: A)

s_lin2

(T, A) =¥ X (V7 27 A)

Figura 5.1: Partizione del Contesto

Un altro inconveniente della strutturazione del contesto come lista & 'impossibilita di usare
’operatore di concatenazione (,) per partizionare la parte lineare. Rimediamo a questo inconveni-
ente per mezzo di un giudizio, ¥ = W, X W, definito in Figura 5.1.

La definizione di variabile libera in un termine & data come segue:

Oggetti: Tipi e kind:

FV(z = {z} FV(a) =0

FV(c) %) FV(P N) = FV(P)UFV(N)

FV(()) %) FV(T) =0

FV((M,N)) FV(M)UFV(N) FV(A& B) = FV(A)UFV(B)
FV(rFsT M) FV (M) FV(A—-B) = FV(A)UFV(B)
FV(sxp M) FV(M) FV(ITz:A.B) = FV(A)U (FV(B) ~ {z})
FV()\:EA A. M) FV(A)U (FV(M) ~ {z}) FV(rvpE) s

FV(M"N) = FV(M)UFV(N) )
FV(: A M) = FV(A) U (FV(M) ~ {2}) FV(z:A.K) = FV(A)U (FV(K) ~{z})
FV(M N) = FV(M)UFV(N)

Questa definizione si estende ai contesti come segue:

FV(-) =0
FV(U,2:A) = FV(U)UFV(A)
FV(V,2:4) = FV(¥)UFV(A)

Il dominio di un contesto & dato dall’insieme delle variabili in esso dichiarate. Formalmente,

dom - =0
dom (¥, 2:A) = dom ¥ U {2}
dom (¥,z:4) = dom ¥ U{z}
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La restrizione di un contesto ad un insieme di variabili y dato & definito come segue:

"Ix =
(W, z:2A)), = {

W,z A sex €y
v, altrimenti

Al solito, scriviamo [M/z]U per rappresentare la sostituzione priva di capture del termine di
livello oggetto M in luogo della variabile z nel termine U:

Oggetti: Tipi e kind:

SIS v A A

N e . IN/a)(P M) = (IN/a]P) (N/e]M)
[N/a]() = ) N/ =T

N/l 0s) = (Nl [N/l | YAER) = VA G IN/AD
[N/z](psT M) = st [N/a]M [N/al(A—~B) = [N/e]A—[N/z]B
N/elND M) = oD [N/alat [N/a](ly: A. B) = Tly:[N/a]A. [N/2]B
[N/2](Ay:A. M) = Ay:[N/e]A.[N/<]M [N/z]TYPE = TYPE
[N/x)(My"My) = ([N/x]My)"([N/z]My) [N/z](ly: A. K) = Ty:[N/2z]A.[N/2]K
[N/z](Ay:A. M) = Ay:[N/z]A.[N/z]M

[N/z](My Mz) = ([N/z]My) ([N/2]M2)

Questa nozione di estende naturalmente ai contesti:

[N/a]- =
[N/2](V,y*A) = [N/2]¥
[N/2](V,y:A) = [N/x]¥

==
2
=
§

5.3 Forme Pre-canoniche

I significato delle entita sintattiche di un linguaggio si possono presentare sotto varie forme, la
scelta essendo dettata dagli aspetti che vogliamo mettere in evidenza. In questa sezione, definiamo
la semantica di LLF per mezzo di un sistema deduttivo che chiamiamo pre-canonico. Questo sis-
tema si basa su una nozione di uguaglianza definizionale che incorpora solamente la S-equivalenza.
Tuttavia, il sistema & costruito in maniera tale che ogni oggetto derivabile & in forma n-espansa.
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Quest’ultima caratteristica differenzia questa presentazione dal trattamento originario di LF in
[HHP93]. Li, Harper, Honsell e Plotkin presentano un calcolo che si basa solamente sulle regole
di [-conversione, ma in grado di derivare anche termini in forma non 7-espansa. L’assenza di
regole estensionali semplifica notevolmente la meta-teoria di questi formalismi. Tuttavia, ['uso
di LF, cosi come di LLF, sia per fare meta-rappresentazione che per proof-search, si basa su
termini in forma espansa. Questo difetto nella presentazione di LF fu successivamente corretto
da vari autori [Coq91, Geu93, Sal90], al costo di non poche complicazioni. Il nostro approccio
mantiene la semplicita di [HHP93], senza perd dare origine ad una discrepanza tra il linguaggio
usato in pratica e il linguaggio studiato teoricamente. Ripetiamo infatti che la presentazione che
proponiamo permette di derivare solamente entita in forma 7-espansa.

Procediamo con la discussione come segue: dopo una presentazione generale del sistema
deduttivo pre-canonico per LLF in Sottosezione 5.3.1, ci concentriamo sulla teoria equazionale
in 5.3.2 e poi presentiamo alcune proprieta di base in 5.3.3. Dimostriamo la normalizzazione
forte per questo sistema in 5.3.4 e ne diamo una formulazione algoritmica in 5.3.5 che ci serve a
dimostrare la decidibilita del type-checking per LLF in Sottosezione 5.3.6.

5.3.1 Presentazione

Le regole che compongono il sistema pre-canonico sono mostrate in Figure 5.2 e 5.3. La regola
opa_lapp si basa sul giudizio di partizionamento del contesto mostratoin Figura 5.1. Le regole che
definiscono la nozione di uguaglianza definizionale di LLF sono racchiuse in Figure 5.4-5.6. Allo
scopo di abbreviare la trattazione e renderla piu leggibile, conglobiamo le espressioni ¥ Fy U ft V
e Uty Ul V scrivendo W ky U fif V in proprieta in cui entrambe le versioni sono valide.

Le regole in Figure 5.2-5.3 spiccano per due caratteristiche. Innanzitutto, differiscono da una
presentazione canonica simile a quanto descritto nel precedente capitolo solamente per la presenza
della regola opa_c, la quale & responsabile per la possibilita di formazione di -redex durante il
processo di derivazione. Altre regole, quali fpa_eq, opc_eq e opa_eq permettono ’applicazione
delle regole definenti I'uguaglianza definizionale a tipi e kind; le abbiamo gia incontrate nel caso
di LF. 1l secondo aspetto che caratterizza questo calcolo & "ampio uso della funzione .... Viene
usata nelle regole che definiscono il livello oggetto, dove serve a modellare la nozione di linearita
in maniera quasi diretta rispetto a quanto visto nel capitolo precedente. Inoltre, il suo uso &
sistematico nelle regole per tipi e kind. Infatti, non permettiamo a entita di questo tipo di
dipendere da variabili lineari. Diciamo che esse sono linearmente chiuse. Una liberalizzazione
di questo vincolo avrebbe 'effetto di richiedere la presenza di tipi dipendenti lineari, senza pero
aumentare significativamente la potenza espressiva del calcolo risultante.

La nozione di uguaglianza definizionale che consideriamo in Figure 5.4-5.6 ¢ la relazione di
equivalenza = costruita sulla relazione di congruenza —». QQuesta presentazione usa la strategia di
riduzione parallela nidificata. Ignorando alcuni dettagli, questa congruenza si basa sulle seguenti
regole di -riduzione:

Brst:  FST (M, N)— M Blapp : (Az:A M) N — [N/2]M
Bsnd : SND (M,N) — N Biapp : (Az:A.M)N — [N/z]M.
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Signatures
FS4Sig -Fs AfTYPE -S4 8ig -Fs K4 Kind
— sp_dot sp_obj sp_fam
F - ft Sig F X c:Af Sig F X a:K 4 Sig
Contexts
F X 1f Sig Fe Uft Ctr Wy AfTYPE Fy Uft Ctr Wy AfTYPE
—  cp-dot cp-int cpdin
Fs - f Ctz Fs W, z: A Ctz Fs W 2 A Clz
Kinds
Fs U Ctr W,z: Aty K f Kind
— kpc_type — kpc_dep
U ks 1YPE 4 Kind Vs Mz: A K 4 Kind
Types/type families
Uty PLTYPE Fs Ut Ctr Uty AfTYPE VUhky Bft TYPE
——————————fpc.a —————————fpc_top — fpe_with
¥ty P4 TYPE ¥ty T4 TYPE ¥ty A& B TYPE
Uty AffTYPE VUly B TYPE W, z:AFy B TYPE
— fpe_limp — fpe_dep
¥ty A—o B ft TYPE Uty I[Iz:A. Bft TYPE
Ty PLK K=K Wty K'4 Kind
(No fpc_eq, no fpa_c) — fpa_eq
Uby PLK'
Fyaks Ut Ctz Uby PLIMz:A K Ubky NfA
— fpa_con — fpa_iapp
Thyaxy ad K T Fy PN L[N/2]K

Figura 5.2: Sistema Pre-canonico per LLF, Kind e Tipi

L.e espressioni che appaiono sulla sinistra sono dette (-redex. Un termine & in forma normale
se non contiene alcun f-redex. Dimostreremo che ogni termine derivabile ammette una forma
normale. Si noti che questa proprieta non vale in generale per termini non derivabili.

5.3.2 La Teoria Equazionale

[.a nostra nozione di uguaglianza definizionale si avvale di numerose proprieta che risulteranno
utili nel dimostrare successivi risultati. Fra le pit importanti, vi ¢ la confluenza, espressa come
segue:
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ohe Uy ML P Uy Mf1B A=B Vtly AftTYPE
Vi MAP Why MfA
Fs O 4 Ctz ' by MfA VFs N{B '
mopwmt Uiy (M, N ALB
U,z Abs Mt B ope tlam V.2:Aby M4 B oo it
Uy \e:AMftA—oB Uty Az:A.MAftTz:A. B
Uiy M A Uty MlIB A=B Ulyg Af1YPE
Ve M4A by M LA e
Fsecas U4 Clr Fs ¥, 234, 4 Clx bs U,z AW 4 Cts
Uhycas clA e U, 2 AUy 2] A epeer U, 2: AU by ;L’J,Aopa_war
(No rule for T) Uiy M LA&B ot Uiy MLA&B oo and
Uy FSTM LA Uty sN\DM | B
Vs MlA—oB ¥'hky NtA ¥=Ux¥" Uty M lle:A B Wiy NgA
Uty M'NLB epeter Uty MN |[N/z]B ope

Figura 5.3: Sistema Pre-canonico per LLF, Oggetti

Lemma 5.3.10 (Confluenza)
Se U —* U e U —* U", allora esiste un termine V tale che

U
/ \ U —* Ve U —* V. 0
U/ U//

."-.« ,-".
v

Un’importante conseguenza di questo risultato e la proprietd di Church-Rosser, che riduce

termini equivalenti ad una comune radice.

Teorema 5.3.11 ( Church-Rosser)

U’ U"  Se U =U", allora esiste un termine V tale che U' —* V e U" —*
i V. O

‘/
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Objects

Congruences
or_con —  or_var —————— or_unit
c—c T — = O —
M — M’ M — M’ M — M N — N )
or_fst or_snd or_pair
FST M — FsT M’ SND M — sNnD M’ (M,N)y — (M',N")
M — M N — N A— A M — M
or_lapp ~ " or_llam
M°"N — M'"N' Ax:AM — dax: A M’
M —M N —N A— A M — M
or_iapp or_ilam
MN — M'N' Az A M — Az A M’
......................................................................................... ﬁ_reducnons
M — M N — N’
or_beta_fst or_beta_snd
psT (M, Ny — M’ SND (M, N) — N’
M — M N — N’ M — M N — N’
- or_beta_lin or_beta_int
(Az:A.M)"N — [N'/z]M’ (Az:A.M)N — [N'/z]M'
Types/types families Congruences
P— P N-—N .
fr_con fr_iapp
a— a PN — P'N’
A—A B— B
—  fr_top fr_with
T—T A&B — A& B’
A— A B—B A— A B — B
fr_limp fr_dep
A—oB — A —oB Mz:A. B — Nz A" B
(No B-reductions for types and type families)
Kinds Congruences

A— A K — K
kr_type kr_dep

TYPE — TYPE Mz:A. K — Mz A K’

(No B-reductions for kinds)

Figura 5.4: Riduzione Parallela Nidificata per LLF

5.3.3 Proprieta fondamentali

Passiamo ora alla presentazione di alcune proprieta fondamentali della teoria dei tipi di LLF.
Incominciamo con lemma che permette di capire come vengono usate le variabili, specie quelle
lineari, nel nostro linguaggio.
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4 M — M M —* M M —* M

(Ob]ects) —_  orx_Yr orx_trans
M —* M’ M —* M
A — A A —* A A —* A

(Types) T frsr fr«_trans
A H* A/ A H* A//

K — K’ K —*K' K —* K"

(Ixmds) —  kr*_r kr*_trans

K —* K’ K —* K"

Figura 5.5: Riduzione Parallela Nidificata per LLF, Chiusura Iransitiva

. M —* M’ M —* M M=M M=M"
(Ob]ects) —  oeq_red — o0eq-sym oeq_trans
' M=M M=M M=M"
A —* A A —* A A=A A =A"
(Types) — feq.red — feqsym — — feq_trans
' A=A A=A A=A
. i — N — N 1=K =K
[7 * [r/ [rl * [7 [7 Irl [r/ Irll
(A anS) keq_red — keq-sym keq_trans
K=K K=K’ K=K"

Figura 5.6: Riduzione Parallela Nidificata per LLF, Equivalenza

Lemma 5.3.12 (Variabili libere)

i. Se Wy UNV, allora V(U) C domW¥ e FV(V) C dom V;
ii. Se Wy UMV o kg U4 Ctz, allora FV(¥) C dom ¥;
iii. Se Wy ULV o by W Ctz o = X4 Sig, allora FV(X) = &;

w. Se Wzt AWy UV o by W,z3A W { Ctz, allora FV(A)UFV(¥) CdomW. O

Si noti in particolare che il tipi, kind, contesto e segnatura non possono contenere variabili
lineari libere. Esprimiamo questa proprieta dicendo che sono linearmente chiusi. Si noti inoltre
che le segnature non possono menzionare variabili libere di alcun genere.

La prossima proprieta che presentiamo riguarda le regole strutturali di permutazione e weaken-
ing. La prima afferma che possono venire liberamente scambiate a patto di non violare dipendenze,

la seconda specifica che si possono aggiungere assunzioni intuizionistiche senza invalidare alcuna
proprieta.
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Lemma 5.3.15 (Proprieta strutturali)

Permutazione:

i. Se WU z23A U s UfLV e Wy AfTYPE, allora W, 23 AW W'y UL V;
ii. Se by U, W 23 AU Ctz e Wy AfTYPE, allora by W, 23 A,V W' 4 Ctx.

Weakening:
Se Wiy UfLV e by U, W 4 Ctz, allora W,V sy U AL V. o

Ci si aspetterebbe una terza proprieta strutturale, il strengthening, il quale specifica che
un’assunzione che non viene usata in alcun luogo in un giudizio pud essere eliminata. Sebbene
valida, non abbiamo la possibilita di dimostrarla al momento in quanto 1’uso delle regole di (-
riduzione come regole di espansione potrebbe farla comparire nella derivazione di questo giudizio,
anche se non appare nel giudizio stesso. Saremo in grado di dimostrare questa proprieta solo
dopo avere provato il teorema di normalizzazione forte.

Il lemma che segue & di estrema importanza al momento di usare LLF come linguaggio di
meta-rappresentazione. Infatti, essa giustifica 1'uso di tipi dipendenti intuizionistici in quelle
occasioni in cui le loro versioni lineari sarebbero necessarie.

Lemma 5.3.17 (Appiattimento)
Se V2T AV Fy Ml B, allora W, z: A,V -y M fi| B. O

I risultati che qui chiamiamo transitivita hanno un elevato numero di significati nei vari contesti
in una teoria dei tipi viene considerata. Qui, li vediamo come un’ulteriore proprieta strutturale che
specifica la transitivita, in senso lato, della nostra nozione di derivabilita. Si possono perd anche
interpretare come principi di sostituzione e, modulo ’'uso dell’isomorfismo di Curry-Howard, come
teoremi di eliminazione del taglio.

Lemma 5.3.18 (7ransitivita intuizionistica)
i. S Wby NftAe U, 2:A W ts UfLV, allora W,[N/2]¥ by [N/z]U L [N/2]V;

ii. Se Whky NftAe by W,z: AV 1§ Clz, allora Fx W, [N/z]V' 4 Clz. |

Lemma 5.3.20 (Transitivita lineare)
i.Se Whky NftAe W, 27AV by M4l B, allora W,V -y, [N/z]M ftl B;

ii. Se Wy NtAe s W a3 AV 4 Ctz, allora s W,V # Ctz. O
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Un’altra importante proprieta del nostro formalismo & che i tipi e i kind che possono apparire
nella parte destra di giudizi principali costituenti il sistema pre-canonico sono unici, modulo
uguaglianza definizionale.

Lemma 5.3.21 (Unicita di tipi e kind)

i.Se Wby MALA e W'y MALA” con lI}TFV(M) = lI}ﬁ?V(M) e dove le frecce possono
non coincidere, allora A' = A”;

ii. Se Wy AL K'e Wiy A#L K" dove le frecce possono non coincidere, allora K' = K".
O

Concludiamo questa rassegna di proprieta di base facendo vedere che il nostro calcolo &
estensionale. Una conseguenza di questo lemma & che tutte le espressioni che compaiono in
un giudizio derivabile sono in forma n-espansa, tranne al pid il termine U in giudizi del tipo
Uty U ]V, che servono precisamente a costruire oggetti in forma 7-espansa.

Lemma 5.3.24 (FEstensionalita)

i. Se Wy M4 T, allora M = ();
ii. Se Wty Mf+ A& B, allora M = (My, Ms);
iii. Se Wy MH#A—oB, allora M = Az:A'. My con A= A’;

iv. Se Wty M ftllz:A. B, allora M = Az:A'. My con A= A’ ]

5.3.4 Normalizzazione Forte

In LLF, cosi come in LF, esistono termini che non sono riducibili ad una forma normale. 1l
problema se un termine sia normalizzabile o meno ¢ in generale indecidibile, in quanto equivalente
all’halting problem per i linguaggi funzionali, la cui semantica operazionale & basata sull’operazione
di riduzione. Tuttavia, la forte tipizzazione di LF e LLF fa si che ogni termine derivabile &
riducibile ad un’unica forma normale. Per di pii, questa forma normale si puo ottenere applicando
riduzioni agli eventuali #-redex che compaiono in un termine in ordine arbitrario. Questa &
I’essenza del teorema di normalizzazione forte per LLF.

La dimostrazione di questa proprieta ricalca la tecnica originariamente proposta per LF in
[HHP93] e richiede un po di lavoro preliminare. L’idea ¢ di ridurre la dimostrazione della nor-
malizzazione forte per LLF all’analoga proprieta del A-calcolo semplicemente tipato con coppie
A*7*. Proponiamo una funzione di codifica che mantiene sequenze di riduzione e derivabilita.

Prima di fare cio, & preferibile cambiare la strategia di riduzione su cui ci basiamo. Le regole in
Figure 5.7-5.9 specificano la strategia nota come one-step, che ha la proprieta di operare un’unica
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orl_beta_fst

FST(M,N) —1 M

(Az:A.M)"N — [N/z]M

orl_beta_lin

Objects Congruences
AM %1 MI AM Hl M/
orl_fst orl_snd
FSTM —3q ST M’ SND M —; sND M’
M —1 M’ N —>1 N/
orl_pairl orl_pair2
(M,N) —s1 (M',N) (M,N) —s1 (M,N")
M — M’ N — N’
orl_lappl orl_lapp2
M°N —, M'"N M°N —s; M"N'
A —1 A’ M —1 M’
- - orl_llam1 - - orl_llam2
Az A M — Az A M Ax: A M — Az A M’
M — M’ N — N’
orl_iappl orl_iapp2
MN — M'N MN —1 M N’
A —1 A’ M — M!
orl_ilam1 orl_ilam?2

B—reductions

orl_beta_snd

SND (M, N) —1 N

orl_beta_int

(Axz:A.M)N —q [N/x]M

Mz:A. K — Mz A K

Types/types families Congruences
P — P’ N — N’
—_— frliappl —_— frliapp2
PN —; P'N PN —; PN’
A —1 AI B —1 BI
fr1_withl fri_with2
A& B — A'& B A& B —1 A& B’
A — A B — B’
fr1limp1l fr1limp2
A—oB —; A —B A—oB —; A—o B
A —1 A’ B — B’
fri_depl fr1l_dep2
Mz:A.B —; Mz:A'.B Mz:A.B —; Mz:A. B’
Kinds Congruences
A — A K — K’
krl_depl krl_dep2

Mz:A. K —q Mz A K’

Figura 5.7: Riduzione One-step per LLF
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(Objects)

(Types)

(Kinds)

M —f M

M/ -1+— M//

olx_trans

M —F M

A —t A

Al -1+— A”

A —F A"

K —t K' K —f K"

flx_trans

klx _trans

K —} K"

Figura 5.8: Riduzione One-step per LLF, Chiusura Transitiva

(Objects) (Types) (Kinds)
M —F M A —F A K —f K
— oeql_red — feql_red —— keql_red
MEl M’ AEl A’ K =1 K’
M —f M A —Tt A K —t K
—  oeqlsym —— feql sym keql_sym
MEl M/ AEl Al K =1 I\’/
————— oeql_refl feql_refl —— keql_refl
MElM AElA [{51[\’
M =1 M/ M/ =1 M“ AEl AI A/ =1 A“ K =1 [{/ [{I =1 [{H
oeql_trans feql_trans keql_trans
M =1 M A =1 A" K =1 K"

Figura 5.9: Riduzione One-step per LLF, Equivalenza

riduzione in un termine dato, a differenza della strategia originariamente adottata, che pud operare

zero o pild passi simultaneamente. Questa presentazione e tuttavia equivalente alla strategia di
riduzione parallela nidificata, come espresso dal seguente lemma:

Lemma 5.3.25 (Correttezza e completezza di =y rispetto a =)

i. Se
7. Se
iti. Se

w. Se

U — U, allora U — U';

U —f U, allora U —* U';

U — U', allora o U =U" oppure U —T U’;

U —* U, allora o U =U" oppure U —F U’;
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v. U=y U" seesolose U=U'. O

Il lemma che segue afferma che la relazione di derivabilita per LLF & chiusa rispetto all’operazione
di riduzione. K di fondamentaleimportanza allo scopo di dimostrare il teorema di normalizzazione
forte.

Lemma 5.3.28 (Subject reduction)

Se ks UfLV e U — U', allora Yy U L V. O

Il linguaggio del A-calcolo semplicemente tipato con coppie AX™ & specificato dalla seguente

grammatica:
Oggetti: M == ¢ | T | (My, M3)® | FsT* M | SND* M | MNz:o. M | My M,
Tipi: o ==b| oy xX°0y | 01 =° 09
Contesti:  I' == .| I z:0
Segnature: X u= - | X, cio

Esso differisce dal A-calcolo semplicemente tipato di Church solamente per ’aggiunta del costrut-
tore di prodotti cartesiani e dei relativi operatori al livello oggetto. Le regole di tipizzazione e di
riduzione vengono mostrate in Figura 5.10.

La codifica che proponiamo trasforma giudizi di LLF ¥ty U f} V in espressioni di A*™
della forma I' gy M : 0. Associa il termine generico U all’oggetto M in A* ™, V al tipo semplice
o, ¥ alla segnatura X' e W al contesto I'. Usiamo la funzione 7(_) per rappresentare tipi e kind di
LLF come tipi di A*7. Usiamo invece la famiglia di funzioni |_| per termini, contesti e segnature.
Questa codifica & specificata come segue:

Tipi: Kind:

T(P) =w T(TYPE) = w

7(T) = w T(lz: A K) = 7(A) =° 7(K)
(A& B) = 1(A)x°T1(B)

T(A—B) = 1(A)=°r(B)

T(llz:A. B) = 1(A) =° 7(B)
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Typing rules
———  st_con
lkyeocio

Fl_EMlio'l F}—EMQIO'Q

st_pair

Fks M :0x®¢

——  st_var
Fziokby z:0

Tks M o' x*c

st_fst st_snd

r '_E <M1,M2>s L0 x* (o)}

Dz:orbs M : 0oy

st_lam

Thky Mz:01. M : 01 =° 09

I'kty FST*M : 0o

'ty SND* M : o

F}—g M1:0'2—>50'1 Fl—z ]\4220'2
F'_E M1M220'1

st_app

One-—step reduction

M 25 M’
strl_fst

FST' M -3, FST® M’

M 25 M’

strl_pairl

(M,N)* =51 (M',N)*

s
M — M’
strl_appl

MN 23 M'N

M s M’

strl_lam2
Nzioo M =5 Xz:io. M’

strl_beta_fst

Congruences and reductions
S !
M s, M

strl_snd

SND®* M —>3; sND® M’

s
N —; N'
strl_pair2

(M,N)* 51 (M, N')*

s
N —1 N’
strl_iapp2

MN 25, M N’

strl_beta

(Mz:o. M)N 23y [N/2]M

strl_beta_snd

Transitive closure
s s
IV V.V LV

stlx_trans

S+ "
M —=TM

Figura 5.10: Il A-calcolo semplicemente tipato con coppie A* ™

Oggetti
2| = =
le| = m
101 =
(M, N)| = (IM],[N])*
[FsT M| = FsT® |M|
|sND M| = snDp® | M|
Az:A.M| = (My:w. Na:7(A). |M])|A]
MON| = [M]|N]
Az: A M| = (My:w. XNz:7(A). |M])|A|
|IM N[ = [M]|N]

Tipi e kind:
la| = w4
[P N| = |P[|N]
IT| = m7
|[A& B| = 7y |A]|B|
A= B| = 7|4l |B)
Mz:A.B| = 7.4 |A] (Az:7(A).|B|)
|TYPE| = TTYPE
Nz A K| = 7.4 |A] (A2:7(A). [K])
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Contesto: Segnatura:
() = . T(X)=n. = 7(A), perc:Ain ¥
(W, 21 A) = 7(V),z:7(A) . o T(K), pera:K in'¥
T(U,2:A) = 7(V),2:7(A) T, w—=' (027 w) 2w,

Ty oW,

T oW,

T, w = w % w,

To  w—=w—=2%w,

TTYPE : &

Questa codifica mantiene la derivabilitd nel senso che un giudizio derivabile in LLF viene
sempre mappato su un giudizio derivabile in AX~.

Lemma 5.3.33 (Adeguatezza della codifica)
i. Se Wky M A, allora 7(V) Frx) [M]:7(A);
ii. Se Wk Afl K, alora (W) b (x) |A] : 7(K);

iii. Se Wity K Kind, allora 7(0) Frz) K| w. O

La codifica proposta ha I’ulteriore proprieta di mantenere le riduzioni. Pertanto, ogniqualvolta
un termine U & riducibile a U’ in LLF, si ha che |U] & riducibile a |U’| in A* ™ in almeno altrettanti
passi.

Lemma 5.3.34 (Mantenimento delle sequenze di riduzione)

Se U —y V, allora |U| =57 |V]. O

Il teorema di normalizzazione forte afferma che ogni termine derivabile & fortemente nor-
malizzabile. Questa proprieta vale in AX™ come dimostrato ad esempio in [Gan80, Tro86].
Usiamo questo fatto per dimostrare che & valida anche in LLF.

Teorema 5.3.35 (Normalizzazione forte)

Se Uty Ul 'V, allora U é fortemente normalizzabile. |

La validita della normalizzazione forte ci permette di derivare numerose ulteriori proprieta per
il nostro linguaggio. Innanzitutto un termine normalizzabile ammette un’unica forma normale:
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Corollario 5.3.36 (Unicita delle forme normali)

Se Whky ULV, U —* U e U —* U" con sia U' che U" in forma normale, allora
u=u". 0

Questa proprieta ci permette di definire la funzione NF(_) per denotare la forma normale di
un termine derivabile U. NF(U) viene calcolata a partire da U applicando -riduzioni in ordine
arbitrario fintanto che un termine in forma normale non viene prodotto. La normalizzazione forte
ci garantisce che questo processo termina dopo un numero finito di passi e che il termine ottenuto
& unico.

Un’ulteriore importante conseguenza del teorema di normalizzazione forte & che la teoria
equazionale di LLF ¢ decidibile.

Corollario 5.3.38 (Decidabilita della teoria equazionale)

Se Wy UfLV e Wks U"HLV, allora ¢ possibile decidere ricorsivamente se U' = U" ¢

derivabile. O

Un’altra conseguenza di questo risultato & che ogni giudizio derivabile in LLF si puo vincolare
a menzionare solamente oggetti in forma normale.

Corollario 5.3.40 (Forme normali)
i, Se Whs UV, allora NF(¥) by NF(U) fik NF(V);
ii. Se by WA Ctz, allora Fypzy NF(W) 4t Clo
iii. Se = ¥ Sig, allora = NF(X) # Sig. O

Un’ultima conseguenza del teorema di normalizzazione forte & che la regola opa_c puo essere
eliminata. Come suddescritto, solamente la presenza di questa regola permette la formazione di
[B-redex in termini derivabili. La sua eliminazione ha ’effetto di eliminare la possibilita di derivare
termini non normali senza per cid impedire la derivabilita di alcun termine normale.

Lemma 5.3.41 (Ammissibilita di opa_c)
Siano X*, W*, M*, A* e K* in forma normale.
i. Se Pk X*{ Sig, allora P’ X* 4 Sig
ii. Se Piubygse U* 1 Ciz, allora P’ :ibsx U Clz
iii. Se P W*byw K*ft Kind, allora P! :: W* by« K* f Kind
iv. Se PuU*bse A*#L K, allora P’ 2 U* s A* L K
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v. Se P :U*bse M*#l A, allora

o se A ¢ una famiglia di tipi oppure M* = T, (M, N),\z: A. M o \z:A. M,
allora P':WU*bFgs M* f A

e se A ¢ una famiglia di tipi oppure M* = ¢, x,FsT M,SND M, M"N o M N,
allora P':W*bgs M* [ A

dove P’ non contiene occorrenze di opa_c. Per di pii, dovunque W' bsx M' | A" occorre in P/,
M' ¢ una costante, una variabile, una proiezione oppure una delle due applicazioni. a

5.3.5 Il Sistema Algoritmico

La dimostrazione della decidibilita del problema del type-checking per LLF & difficile da raggi-
ungere nel sistema pre-canonico. Infatti, e difficile predire la taglia di una derivazione a causa delle
regole di equivalenza e delle regole opa_c e opc_a, che possono dare luogo al ripetersi di giudizi
gia incontrati in precedenza. Sempre seguendo la traccia di [HHP93], eliminiamo il problema
dovuto all’equivalenza definizionale grazie ad un sistema che definiamo algoritmico. Questo ci
permettera di legare la dimensione di almeno una derivazione per un giudizio dato ad una misura
dei termini che lo compongono.

I sistema algoritmico e presentato in Figura 5.11 esso si differenzia dal sistema pre-canonico
per ’eliminazione delle regole riguardanti I’'uguaglianza definizionale in favore di applicazioni
puntuali della funzione di normalizzazione NF(_) nei luoghi dove vengono operate sostituzioni.
Usiamo questa funzione anche in tutte le regole che accedono al contesto o alla segnatura. In
questa maniera, otteniamo la proprietd che il termine che appare sulla destra della freccia dei
giudizi di LLF & sempre normale, e quindi in forma canonica.

La corrispondenza tra il sistema algoritmico e quello pre-canonico & formalizzata dai seguenti
teoremi di correttezza e completezza:

Teorema 5.3.42 (Correttezza del sistema algoritmico)
i. Se WES UV, allora Wiy UfLV eV éin forma normale;
iw. Se F5, WA Ctz, allora Fs U Clz;

1i. Se F* XA Sig, allora F X4 Sig. a

Teorema 5.3.43 (Completezza del sistema algoritmico)
i. Se Wky UMl V, allora WL U NF(V);

it. Se by VA Ctz, allora % U Ctz;
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Signatures
F¢ Xy Sig -Fg Afrype F¢ XAy Sig -F% Ky Kind
—  sa_dot sa_obj sa_fam
¢ -1 Sig Fe X et AA Sig F¢ X, a: K { Sig
Contexts
F* X Sig FL W Ctz UL A rvPE FL W Ctz U HE AfrypPe
——— ca_dot ca_int ca_lin
FS - f Clz FS W,z Aq Ctr FE U,z A1 Ctz
Kinds
F& W o Ctr V,z:AFY K ) Kind
— kca_type — kca_dep
T & TYPE  Kind T+ Tlz: A K { Kind
Types/type families
UHE Pl TYPE F& W 1) Ctz VL AftTYPE WL B 1f TYPE
—————————fcaa _— fca_top — fca_with
¥ S P{ TYPE VES T{rYPE VS, AL B { 1YPE
UL Afpryee VRS B 1ypee W, z: AL B 1yPE
fca_limp fca_dep
UL A—o B 1YPE WS Tz A B rype
Foars U1 Ctr Ure PUTlz:A. K TFE Nt A
faa_con faa_iapp
U+ ,ps ad NF(K) TS PN | NF([N/2]K)
Objects
UL M P FL W Cta UL M QA UHL N B
_  _ oca.,a -  oca_unit oca_pair
UL M AP TEL O T g (M,N){ A& B
U,z:AFy Mt B o\ U,z:AFL M B
— oca_llam oca_ilam
Uty Azt A M NF(A) o B UFs Az: A M IIz:NF(A). B
Uy MAHA FS ey ¥ f Ctr
UL MLA e, a5 ¢ NF(A)
FL W 2 AT Ctr F& W,z AU {) Ctr
oaa_lvar oaa_ivar
W,z AU R x| NF(A) W,z AU RS x| NF(A)
Uy, M| A&B Vs, M| A&B
(NO rule for T) > ¢ oaa_fst > \L oaa_snd
VS rsT M| A ¥ sNo M | B
VL MIA—oB U'FL NAA U= Ky UL MU Tz:A B WFL N4 A
oaa_lapp oaa_iapp
UFL M°N|B U4 M N | NF([N/z]B)

Figura 5.11: Sistema algoritmico per LLF
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1i. Se F Xt Sig, allora F* X1 Sig. a

Le dimostrazioni di queste cosi come di numerose proprieta viste in precedenza hanno un
carattere costruttivo.

Il rigido accesso all’uguaglianza definizionale, e in particolare "impossibilita di usarla per
[-espansioni, permette una dimostrazione diretta del lemma di strengthening nel sistema algor-
itmico. | risultati di correttezza e completezza di cui sopra ci permettono di riportare questi
risultati nel sistema pre-canonico.

Lemma 5.3.45 (Strengthening)

i. Se W,z AWy UMV ex g FV(W)UFV(U)UFV(V), allora W, W' Fy ULV,

ii. Se Fy U, 22 AU 4 Cte e x ¢ FV(V'), allora Fx U,V 4 Ctz. O

5.3.6 Decidibilita

L’assenza di equivalenze esplicite nel sistema algoritmico limita considerevolmente la scelta delle
regole d’inferenza che si possono usare ad ogni passo di derivazione. In questa sezione, ci avvantag-
giamo di questa proprieta per dimostrare che i problemi di type-checking e type-synthesis sono
decidibili in LLF. Entrambi questi problemi devono venire affrontati simultaneamente nel nostro
linguaggio. La dimostrazione di questi risulti da origine ad una procedura di decisione in grado
di verificare se un dato giudizio di LLF sia derivabile o meno. Questa procedura ha anche la
capacita di calcolare un tipo o un kind per un giudizio il cui argomento pii a destra & lasciato
non specificato, o di dichiarare che non esiste alcun termine che renda derivabile quel giudizio.

A questo scopo, definiamo una nozione di misura per un giudizio algoritmico. Questo numero
ci permette di derivare un limite superiore alla taglia di almeno una delle sue derivazioni. Questa
misura ¢ definita per mezzo di una famiglia di funzioni di taglia ||||. La taglia di termini, contesti
e segnature e definita come segue:
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Oggetti:

]

el
101

(M, N |
[[FsT M|
[[sND M|
||;\33:A. M]|
|M "N
[[Az:A. M|
|M Nl

Contesto:
-]
Jw,2:4]
1,22 4]

1

1

1

1+ M|+ [|V]]

1+ M|

1+ M

2+ [|A]| + [|M]]

L+ || M| + ||V]|

2+ (Al + M|

L+ |IM] + ||V
=1

L+ (W] + 1Al
= L+ W]+ [

Tipi e kind:
Jall =1
[PN[ = 1T+[P[+[N]
1T =1
[A& Bl = 1+ (Al + [IB]
[A— Bl = 1+[|A]l + [|B]|

[Tz A. B[ = 2+ [[A]l + [|B]

[|[Type|| = 1
Iz A K| = 2+ Al + K]
Segnatura:
[l =1
12, ¢2 A = 1+ [|Z] + [|A]

1%, a: K[| = 1+ [|%] + [|K]

Sulla base di queste funzioni, definiamo la taglia di un giudizio:

Giudizi:
[ (1777 B | D |
|FE O Cl|| = |2
[WES KAt Kind|| = [[X|
W Afryee]| = [[X]
WHs ALK = [[X]
WES Mo AL = [IX]]
Wk M LA = (X
Jo = =

+ 4+ + + + +

]

I+ K]
VIl + (Al
I+ (Al
e[l + [[M]
Wl + [1M]]
]

Si noti che la taglia di un giudizio non fa mai riferimento al termine che appare sulla destra della
freccia. Questo & necessario per i nostri scopi poiché la taglia di questo termine nelle premesse
regole di eliminazione pud in generale essere piti grande che nella conclusione.

Abbiamo progettato queste funzioni in modo che la taglia di un giudizio caratterizzi il limite
superiore dell’altezza di almeno una delle sue derivazioni:

Lemma 5.3.46 (Limite superiore sulla taglia di una derivazione)
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i. Siah=|Vky UMNV]. Se AWt UMV, allora A= VES UMYV,
ii. Sia h=||Fg W1 Ctz||. Se A:k% WA Ciz, allora A" FE W A Ciz,
iii. Sia h = || F* X 1 Sig||. Se A :E* X1 Sig, allora A’ :: F* X 19 Sig,

dove A’ ha altezza inferiore a 2h e contiene al pid 3*" nodi. a

La disponibilita di una tale misura ci permette di dimostrare facilmente che il problema della
derivabilita di un giudizio algoritmico dato, ossia del type-checking, & decidibile in LLF. Questo
problema va affrontato simultaneamente con la questione della decidibilita del type-synthesis. |
teoremi di correttezza e completezza ottenuti nella sezione precedente ci permettono di riportare
queste proprieta al sistema pre-canonico.

Teorema 5.3.49 (Decidibilita del type-checking)

i. (Type-checking)

E possibile decidere ricorsivamente se W Fs UfLV, Fx ¥ f Ctz e X f Sig sono
derivabili.

ii. (Type-synthesis)

Dati una segnatura X, un contesto ¥ e un termine U, esiste una procedura ricorsiva che
calcola un termine V tale che il giudizio W Fy U fl V sia derivabile, o determina che
nessun tale V esiste. a

La decidibilita del type-checking & una proprieta fondamentale per usare un formalismo come
un linguaggio di meta-rappresentazione. Infatti, similmente a LF, LLF codifica giudizi del lin-
guaggio oggetto come tipi e le loro derivazioni come termini di livello oggetto. La decidibilita
del type-checking permette di determinare se un dato termine rappresenta una derivazione val-
ida per un formalismo oggetto (eventualmente lineare). Come descritto nell’introduzione, questa
possibilita apre le porte alla verifica formale della correttezza di programmi e alla validazione
automatica di dimostrazioni matematiche.

5.4 Forme Canoniche

Il sistema algoritmico descritto nella precedente sezione presenta due svantaggi volendo usare LLF
come linguaggio di meta-rappresentazione e linguaggio di programmazione logica. Innanzitutto,
permette di derivare termini non in forma normale: codificando un formalismo di livello oggetto,
siamo interessati unicamente a termini normali, anzi canonici, inoltre, derivazioni in questa forma
sono molto pia facili da ricercare che derivazioni generiche, le quali si possono generare auto-
maticamente a partire da un qualsiasi termine canonico. Inoltre, il sistema algoritmico verifica
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Signatures
F XS -Fs A TYPE F X Sig -Fs K Kind
—  sc_dot sc_obj sc_fam
F - Sig F X e A Sig F X a:K{ Sig
Contexts
Fy U Ctzr Why AfrYrE Fy Ut Otz Ty Afryre
——— cc_dot cc_int cc_lin
Fs -t Ctz Fs W, z: A Ctz Fs W, 27 A 1 Ctz
Kinds
Uhky AfTYPE W, 2:AFy K f Kind
kc_type kc_dep
T Fy TYPE f} Kind Ty Oz A K { Kind
Types/type families
Wy PlTYPR Vs AffTYyPE Vs B{TYPE
- fc_a _— fc_top — fe_with
¥ty P{ TYPE ¥y T4 TYPE Uty A& B {} TYPE
Uy A{tTYPE VUlky B{ TYPE WUhy A{TYPE W, 2:AbFy B TYPE
fe_limp fe_dep
Uy A—oB1fTYPE Uy Mz:A By 1YPE
Uby Pl Oz:A K Ubky NH A
— fa_con — fa_iapp
Uy g al K Uty PN | NF([N/z]K)
Objects
Uy M| P Uy MYA ¥+ N B
[, Y 2 - - oc_unit oc_pair
Uy Mt P Ubky O T Uty (M,N) A& B
Uty Afryee WziAbs M4 B W Thy AfTYPE U,2:AFg M| B
= oc_ llam oc_ilam
Uty Ae:AMfHA—oB Uy de: AMAz:A.B
— oa_con — — oa_lvar — — oa_ivar
Uhbgecas ¢l A Uz AUy 2| A U AV Ey 2] A
Uty M| A&B Uy M| A&B
(No rule for T) > ‘ oa_fst > ' oa_snd
¥ty rsT M | A Uty sx\DoM | B
Vg MJA—oB ¥y N A =0 XU’ Uby M| TIz:A B Uky NH A
oa_lapp oa_iapp
Uy M'"N|B Uty M N | NF([N/z]B)

Figura 5.12: Sistema Canonico per LLF

la validita di contesto e segnatura in ogni ramo di una derivazione. Questo e poco efficiente in

quanto la segnatura non viene alterata e il contesto cambia in maniera prevedibile e per lo pii
incrementale.
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Il sistema canonico descritto in Figura 5.12 risolve entrambi questi problemi. La derivazione
di termini rigorosamente in forma normale avviene rimuovendo la regola ocaa_c. Si elimina la
verifica di segnatura e contesto assumendo di partire da una segnatura e un contesto valido e
verificando la validita di ogni assunzione successivamente inserita nel contesto. La partizione di
un contesto valido risulta sempre in due contesti validi nella regola oa_lapp.

Questo sistema, su cui ci baseremo successivamente per fare meta-rappresentazione e proof-
search, e correlato al sistema algoritmico e quindi a quello pre-canonico dai seguenti teoremi di
correttezza e completezza:

Teorema 5.4.1 (Correttezza del sistema canonico)

i. Se E X Sig, Fx U Cltz e Wk UNV, allora VS ULV,
iw. Se = X Sig e by VA Cte, allora 5, W { Cla;
ii. Se F X Sig, allora F* X { Sig.

Inoltre, 3, W, U e V sono in forma normale. O

Teorema 5.4.2 (Completezza del sistema canonico)

i. Se WS M A, allora
e se A ¢ una famiglia di tipi, allora NF(W) Fypxy NF(M) A A,

o se NF(M)={(),(M' M"Y, e:A".M' o \e:A. M,
allora. NF(¥) Fnpezy NF(M) A

o se NF(M)=uz,c,rsT M',sxD M, M'"M" o M' M",
allora. NF(W¥) Fxpegy NF(M) | A

ii. Se W% Af| K, allora NF(P) Far) NF(A) K
jii. Se WH K1 Kind, allora NF(¥) Fypsy NF(K) 1 Kind;
. Se F% WA Ctz, allora Fxpsy NF(W) 1 Ctz;

v. Se F* ¥ 1 Sig, allora = NF(X) 1 Sig. O

Avendo presentato un sistema canonico per LF in Sezione 3.3.1, il sistema canonico per LLF
appena introdotto ci da la possibilita di mettere in relazione questi due formalismi. 1l risultato &
che LLF & un’estensione conservativa di LF'.

Teorema 5.4.5 (Estensione rispetto a LF)



94 5.5. PROGRAMMAZIONE LOGICA IN LLF

i. Se T'FEY UMV, allora T'Fy UMV,
ii. Se FY° I Ctz, allora by I'f Cta;
iii. Se F"F XAy Sig, allora + XA Sig. O

Teorema 5.4.6 (Conservativita rispetto a LF)

Siano X, I', U eV una segnatura, un contesto, e due termini di LF, rispettivamente, allora
i. Se 'bky UMWV, dlora '3 UV,

ii. Se ks I'f Ctz, allora =3 T v Ctz;

iii. Se F X1 Sig, allora F'F X o Sig.

Queste proprieta hanno conseguenze importanti. Infatti non solo ogni giudizio derivabile in
LF éderivabile in LLF, ma inoltre tutte le tecniche di rappresentazione, teoremi di adeguatezza ed
esempi sviluppati per LF rimangono validi in LLF. Questa eredita dota questo formalismo appena
nato con una ricca libreria di applicazioni concrete. Inoltre, vedendo LLF come un linguaggio
di programmazione logica, la conservativita rispetto ad LF fa s{ che ogni programma LF sia
un programma LLF corretto e quindi si comporti nella stessa identica maniera in un’ipotetica
implementazione dl nostro linguaggio.

5.5 Programmazione logica in LLF

Avendo risolto con successo il problema del type-checking in LLF, ci accingiamo a studiare il
problema del type-inhabitance, ossia di trovare metodi efficienti per generare un termine M tale
che il giudizio W sy, M i} A sia derivabile. Questo problema & in generale indecidibile. Visto sotto
la luce dell’isomorfismo di Curry-Howard, questa questione € un problema di proof-search: W e X
formano un insieme di formule detto programma, A & una formula detta goal, e M costituisce una
fedele rappresentazione di una derivazione di A a partire da ¥ e X. M viene chiamato proof-term.

La presenza di tipi dipendenti non invalida nessuno dei risultati riguardanti il proof-search
ottenuti in PLLF [Cer96]. In particolare, come vedremo, LLF si pud interpretare come un
linguaggio di programmazione logica astratto e faremo vedere un sistema di risoluzione per questo
linguaggio. La presenza di dipendenze aggiunge una nuova forma di non-determinismo al caso
semplicemente tipato [Cer96]: il non-determinismo esistenziale, ossia la determinazione di dei
termini con cui vanno istanziate le variabili che appaiono in un tipo atomico. Lo sviluppo di
LLF come linguaggio di programmazione ¢ riassunto in Figura 5.13. Il riquadro che racchiude
il sistema canonico nonché tutti quelli sottostanti sta ad indicare che questo sistema deve essere
sempre presente allo scopo di verificare la correttezza di tipi e kind.

La discussione prosegue nel seguente modo: innanzitutto guardiamo al sistema canonico
mettendo in evidenza le sue proprieta dal punto di vista del proof-search. In Sottosezione 5.5.2,
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Context
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Pre-canonical

Uniform

Success Failure Explicit
continuation continuation unification
T K At
Implementation

Figura 5.13: Sviluppo di Sistemi di Programmazione Logica per LLF

presentiamo un sistema di derivazioni uniformi per LLF, che raffiniamo in un calcolo di risoluzione

in 5.5.3. Concludiamo con un breve cenno al non-determinismo rimanente in questo sistema.

5.5.1 Dimostrazioni canoniche

Dal punto di vista della teoria della dimostrazione, le derivazioni ottenibili con il sistema canonico
presentato nella sezione precedente hanno varie proprietd interessanti.

La richiesta di operare solamente su termini in forma n-espansa corrisponde, dal punto di vista

logico, a richiedere che gli assiomi di un calcolo dei sequenti operino esclusivamente su formule

atomiche, o, in un calcolo di deduzione naturale, che le regole d’introduzione e di eliminazione

s’incontrino solamente quando il goal & atomico. In LLF come in molti altri sistemi formali, ogni
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giudizio derivabile ha una derivazione con queste caratteristiche. Derivazioni in forma n-espansa
sono semplici da rinvenire in quanto sono dirette dal goal (goal-oriented): il goal viene decomposto
fintanto che non da origine ad una formula atomica, e solamente allora si sceglie una formula nel
programma al fine di proseguire la computazione. Questo fatto & uno dei due requisiti per potere
interpretare una logica o una teoria dei tipi come un linguaggio di programmazione logica astratta.

In un calcolo sei sequenti, le dimostrazioni corrispondenti a proof-term in forma normale
sono quelle che non usano la regola di taglio. Pertanto il teorema di normalizzazione forte e il
corrispettivo del teorema di eliminazione del taglio, in versione forte. Nella pratica matematica
comune, cid corrisponde ad espandere tutti i lemmi che ne verrebbero altrimenti a fare parte.

5.5.2 Dimostrabilita Uniforme

Una derivazione logica ¢ focalizzata (focused) se ogni qual volta si deve dimostrare un goal atomico
P, viene selezionata un’unica assunzione A nel programma e viene processata fintantoché non
produce un atomo che coincide con P, eventualmente lanciando la risoluzione di sottogoal nel
frattempo. Una logica in cui ogni derivazione & equivalente ad una qualche derivazione che & sia
guidata dal goal che focalizzata viene detta uniforme. Questa logica si puo allora interpretare
come un linguaggio di programmazione logica astratto.

Le derivazioni ottenibili in LLF sono focalizzate sebbene cid non risulti evidente dal sistema
canonico. In Figura 5.14, mostriamo un sistema deduttivo equivalente alla presentazione canonica
di questo linguaggio, ma in cui la formula usata per risolvere un goal atomico viene separata dal
resto del programma, e decomposta fino a quando produce una formula atomica che coincide con
questo goal.

Le regole di immediate entailment nella parte bassa di Figura 5.14 sono ottenute in maniera
sistematica dalle regole di risoluzione per formule atomiche. Si noti che la regola r_iapp ¢ fatta
corrispondere a due regole nel sistema uniforme. In i_iapp_static, il costruttore di tipi dipendenti
¢ interpretato come un quantificatore universale e A come il tipo della variabile quantificata. Viene
pertanto risolto mediante istanziazione. Nel caso di i_iapp_dynamic, A & visto come un goal
e viene risolto mediante proof-search. Questo accade quando la dipendenza & fittizia e il tipo
dipendente rappresenta un’implicazione, oppure quando si vuole ordinare la risoluzione di un goal
rispetto ad un altro (staging).

Il sistema di risoluzione e quello di dimostrabilita uniforme sono correlati dai seguenti teoremi
di correttezza e completezza:

Teorema 5.5.1 (Correttezza della derivabilita uniforme)
i. Se W -5 M:A, alora s M1 A;
ii. Se W 5y M:A> N:Pe Wty M| Acon U=U XU
allora Vky N | P. O

Teorema 5.5.2 (Completezza della derivabilita uniforme)
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Uniform provability

v L>E7C;A7gl c:A>M:P

U5y cax M:P o
Uz AV Sy 2 AS> M:P ) VU Sgr:AS>M:P 1
VoAV Sy M P - U, AW Sy M P o
' -y M:A ¥ -5 N:B
L N <>:Tu_umt U e (M) ALE
Uhy Afyryre W, 2°A "5y M:B Uby Afrvee ¥,2:A—y M:B
T Yy \z:A.M:A—-B et ¥ e Xz:A.M:Tz:A.B w

Immediate entailment

i_atm

-y M:P>M:P

¥ -“3s vSTM:A > N: P ¥ Yy sN\NDOM:B > N: P

ifst i_snd

U5y M:A&B > N:P Uy M:A&B > N:P

u

UV e MM :B>N:P ¥ 5g M A U=0 KXY

i_lapp
UV 5y M:A—oB>» N:P

¥ e M M':NF(M'/2]B) > N:P ¥-%g M': A

i_iapp_dynamic

U sy M:Tz:AB > N:P

¥ Le MM NF(M'/z]B) >» N:P Uhks M' f A

i_iapp_static

¥ “3e M:Tz:A.B>» N:P

Figura 5.14: Sistema di Deduzione Uniforme per LLF

i. Se Wy MA{ A, allora W 55 M : A;

ii. Se Whky M Ae V' s M:A > N:P con U=UNXU"
allora ¥ 55 N : P. |

5.5.3 Risoluzione

In un linguaggio di programmazione logica, la risoluzione di un goal atomico viene interpretata
come una chiamata a procedura. La procedura in questione corrisponde con una o piu clausole nel
programma che hanno questo atomo come testa. Il sistema di derivabilita uniforme presentato
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Resolution
c: A> M:P\O:G \I’L)E’C;Aygl 0:G

r_con

v L)g’c;A)gl M:P

t:A> M:P\O:G V¥ z:A¥ 5 0:G

r_ivar —————— r_unit
U z: AV 5y M:P ULy (00T
t:A> M:P\O:G ¥, ¥ 55 0:G vy M:A ¥-55 N:B
r_lvar r_pair
U oz AV 5y M:P ¥y (M,N): A& B
Uty AffTYyPE WU, 2°A 5y M:B by AffTYyPE ¥, 2:A—"55 M:B
r_llam r_ilam
U3y Az:A.M:A—-oB U "5y Az:A. M :Tz:A. B
— req (No rule for 0)
Vg M?IM:P=P
\FL>EO1ZG1 \IJL>2021G2
r_pll r_pl2
v L)z: [[01,02]] G Ge v L)z: [[01,02]] Gl @ Ge

V- 5y M:A ¥ 55 0:G =0 XP

r_times

\IJL)E <<M,O>>:A®G

V"5 M:A ¥ -"55 O:NF([M/2]G)

r_isum_dynamic

v iy (M,0) Y2 A.G

Uy M A ¥ 155 O:NF([M/2]G)

r_isum_static

ULy (M,0) :S2:A.G

Formula decomposition

dec_atm dec_top

M:P' > N:P\M?N:P' =P M:T > N:P\ABORTM : 0
FSTM : A1 >»> N:P\O1:Gy SNDM :As > N:P\Os:Gs
M: A1 & Ay > N :P\[01,0:] : G1 & Gs
M M':B>» N:P\O:G
M:A—B > N:P\(M' 0):A® G
M M':NF([M'/z)B) > N : P\O :NF([M'/z]G) _
M:Tz:A. B> N:P\ (M, 0):Sz:A.G e

dec_with

dec_limp

Figura 5.15: Sistema di Risoluzione per LLF
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nella precedente sottosezione non rende questa visione esplicita. Infatti, un goal atomico & risolto
selezionando una formula nel programma e scomponendola nei suoi costituenti elementari. Vor-
remo invece trasformare questa clausola in un goal equivalente e ridurci a cercare una derivazione
per esso.

Una trasformazione di questo genere non ¢ direttamente possibile in LLF. Dobbiamo infatti
arricchire il nostro linguaggio con costrutti ausiliari il cui scopo & precisamente quello di costruire
formule equivalenti alla decomposizione di una clausola nel sistema uniforme. Queste nuove
formule e gli operatoridel livello oggetto corrispondenti sono specificati dalla seguente grammatica:

(G-formule) (G-termini)
(P) G = P=PR O = MM,
(T) | O | ABORT M
(&) | G @ Gy | [01,09]
(=) | A G | (M,0)
(1T) | Yz:A.G | (M,0)

L’unica novita rispetto a quanto visto nel capitolo precedente ¢ data dall’operatore X, che viene
interpretato di volta in volta come un quantificatore esistenziale, come la congiunzione intuizion-
istica a sinistra @ o come un operatore di staging.

Il sistema di risoluzione viene mostrato in Figura 5.15. La trasformazione di una clausola A
in una G-formula G per risolvere un goal atomico P viene gestita dal giudizio di decomposizione
M:A > N:P\O:G, il quale si prende carico anche di trasformare il proof-term O risultante
dalla risoluzione di GG in un proof-term equivalente N per dimostrare P grazie ad A nel sistema
uniforme. M viene usato come un’accumulatore.

Ammettendo le G-formule nel linguaggio dei goal di LLF (ma non nel linguaggio dei pro-
grammi), otteniamo un linguaggio in qualche modo equivalente alla logica delle formule di Harrop
ereditarie lineari su cui & basato il linguaggio di programmazione logica Lolli. 1l risultante lin-
guaggio nell’ambito della nostra teoria dei tipi & dato dalla seguente grammatica:

D-formule: D == P | T| Di&Dy | G—oD | Nz:G.D | llz:A.D
G-formule: G == P | T| G1&Gy | D—oG | Nz:D.G | Nz:A.G
| PA=P, | 0| Gi DGy | Gr @Gy | ¥2:D.G | Ya:AG

Il sistema di risoluzione corrisponde strettamente al sistema uniforme e transitivamente a
quello canonico. Si hanno infatti i seguenti teoremi di correttezza e completezza.

Teorema 5.5.4 (Correttezza del sistema di risoluzione)
i. Se W—"ss M:A, allora v 55 M: A;
ii. Se M:A > N:P\O:G e U "5y O:G, allora W 55 M: A > N:P. O
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Teorema 5.5.5 (Completezza del sistema di risoluzione)
i. Se W5y M: A, allora W 55 M: A;

ii. Se W3 M:A > N:P,allora M:A > N:P\O:Ge ¥ -"35 O:G. m|

5.5.4 Il Non-determinismo

Il sistema di risoluzione presentato nella sottosezione precedente ha qualitd operazionali ben
piu forti del sistema canonico da cui siamo partiti. Tuttavia lascia quattro punti di scelta
aperti all'implementatore. Dal punto di vista logico, corrispondono a quattro sorgenti di non-
determinismo presenti nella nostra specifica:

Non-determinismo legato alla distribuzione delle risorse

1l contesto ¥ presente nella conclusione della regola r_times deve essere partizionato in W’
e U per risolvere i sottogoal A e G di una congiunzione moltiplicativa. L effetto del giudizio
di partizione del contesto & quello di distribuire le assunzioni lineari presenti in W fra W' e
U”. Vi sono in generale molti modi di partizionare il contesto, ma soli pochi permettono
di risolvere A e GG. La selezione non ¢ guidata da alcun criterio in questa regola e pertanto
una partizione corretta deve essere indovinata per dimostrare questi sottogoal.

Non-determinismo congiuntivo

[’ordine in cui i sottogoal si devono risolvere nelle regole binarie r_pair, r_times e r_isum -
dynamic & lasciato non-specificato. Possono infatti essere dimostrati in parallelo, ma una
implementazione sequenziale richiede di risolverli uno dopo I’altro.

Non-determinismo disgiuntivo

Similmente, non viene dato alcun criterio per decidere ’ordine in cui le assunzioni nel
programma devono venire selezionate per fare risoluzione (regole r_con, r_ivar e r_lvar), né
quale sottogoal di una formula disgiuntiva va tentato per primo (regole r_plusl e r_plus2).
Un’implementazione parallela li pud provare in simultaneamente, ma un motore inferenziale
sequenziale li deve ordinare.

Non-determinismo esistenziale

Non viene data nessuna strategia per calcolare il termine di livello oggetto usato per istanzi-
are una variabile esistenziale in regola r_isum_static. Si assume invece che questo termine
venga fornito esternamente, mentre il sistema si limita a verificare la sua validita.

Abbiamo incontrato le prime tre forme di non-determinismo nel capitolo precedente. Le
soluzioni proposte allora si applicano anche nel contesto dipendente di LLF. Infatti, anche qui
le risorse lineari vengono distribuite in maniera lazy dando tutto il contesto ad uno dei sotto-
goal, lasciandolo consumare le risorse di cui ha bisogno e passando il resto all’altra sottoformula
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[CHP96]. Per risolvere il non-determinismo congiuntivo, bisogna predisporre azioni per ripristin-
are il contesto in modo da potere sequenzializzare la risoluzione dei due sottogoal delle regole
binarie. Infine il non-determinismo disgiuntivo va risolto con la tecnica del backtracking.

Il non-determinismo esistenziale richiede invece di adattare i classici metodi di unificazione
[Her71, Rob65, MM77], specie quelli che prendono in considerazioni termini di ordine superiore e
teorie dei tipi [Hue76, Sny91, El90, Dug93]. Come gia avviene nell’implementazione corrente di
Elf, & possibile e conveniente vedere I'unificazione di ordine superiore in LLF come un problema
di risoluzione di vincoli [JL87, Pfe91].
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Capitolo 6

La Metodologia della
Meta-rappresentazione Lineare

In questo capitolo, facciamo vedere come LLF possa venire usato come un linguaggio di meta-
rappresentazione per codificare problemi dotati di stato, basati su risorse o che comunque si
rifanno ad un contesto di tipo volatile. Presentiamo tre esempi di meta-rappresentazione presi
da aree diverse: sono caratterizzati dal fatto che non sono codificabili in maniera effettiva in LF,
ma si possono facilmente modellare in LLF. Ognuno mette in luce aspetti diversi del nostro
linguaggio. Innanzitutto, riprendiamo in Sezione 6.3 il linguaggio Mini-ML descritto nel Capitolo
4 inserendovi una nozione di memoria e istruzioni imperative quali ’assegnamento. Ci muoviamo
poi sul campo logico in Sezione 6.4 facendo vedere come viene codificata una dimostrazione di
eliminazione del taglio per un frammento della logica lineare. Infine, facciamo vedere come si
possa codificare in LLF un popolare gioco, Mahjongg, in Sezione 6.5. Iniziamo tuttavia con
una discussione generale della metodologia di meta-rappresentazione di cui si avvale LLF. In
Sezione 6.2 presentiamo un’estensione conservativa della sintassi concreta di LF disponibile in
Elf introducendovi notazioni per i costrutti propri di LLF. Useremo infatti questa sintassi e
convenzioni simili a quelle disponibili in Fif per alleggerire la notazione.

6.1 Meta-rappresentazione in LLF

La differenza principale tra LF ed LLF & che quest’ultimo linguaggio ammette assunzioni lineari
nel contesto ¥ di un giudizio ¥ Fy M {} A. La porzione lineare del contesto di LLF offre la
possibilita di modellare il contesto volatile di quei sistemi deduttivi che necessitano un accesso non-
monotonico al loro contesto. Gli operatori lineari del nostro linguaggio permettono di manipolare
in maniera efficiente e flessibile queste assunzioni e di rappresentare derivazioni lineari.
Mostriamo in Figura 6.1 la rappresentazione in LLF di regole d’inferenza e derivazioni per
un sistema deduttivo che includa il giudizio I'; A — (' dove A & la porzione volatile del
contesto, mentre I’ ne e la parte permanente. Questa figura riprende la descrizione astratta
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Issue Template Declaration Derivation
Judgment HA — C 1T — TYPE A 76]
Rule with no B 1D CRE T | D, Ay .
. r R 14 Lt <>
premisses A — C T —oJtc
Rule with one A — P 1 D CRE ST | D R 3 .
| r R 14 .1, Dp
premiss A — ¢ Jtp —oJic
Rule with [A - P T4 - P Xy . TIX, T )
multiple r R t1 ...t (Dp,,Dp,)
premisses LA — ¢ Jtp, &Jtp, o Jtc
NHA — P Xy im. . X, o7,
Access to the . 171 Rty ... t, Dp Dy
context rAsaA —C Jip > Jty —oJic
; ;A — P© Xy, . X, i,
Parametric v () 1 nen Rt ...1, (Ae:7..Dp)
rules A — C (Te:7..3tp) —o Tt
i rAaAa — P OX . X, 7.
Hypothetical ; 1:71 n:Tn Rt ...t (Az:3t4.Dp)
rules ;A — C (Jta > 1tp)—Jtc '
. rye — P Xy imy. o X, T
Constraints —_—r e Rty ...t, Dp
. — C Jip > Jt¢
Context A — P T34 — Py X i, ... NMX, 7. . .
U r R tl . tn DPl DP2
splitting A1, — C Jtp, —0Jtp, —Jtc
. rAA — P B 1D CRE T | D) ¢ay ) e
Augmentation S Rty ...t (Axz:3t4.Dp)
A — C (JtA—OJtp)—OJtC ‘
) A — P NI D CRE T | D SR A R R
Remotion —_—r Rty ...t, Dp Dy
HAA — C Jtp—o0Jity —oJto
. . r,AB — P X . X, 7, Rty ...1,°
Modification r ne "

[iAA — C

(JtB —O.Ttp)—O.TtA —oJic

(S\IZ.]tB.'DP)A'DA

Figura 6.1: Metodologia di Rappresentazione in LLF
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presentata in Figura 4.2 ed estende il trattamento mostrato in Figura 4.3 nel caso in cui il meta-
linguaggio fosse L} alla gestione di assunzioni volatili. Si noti I’'uso dell’implicazione lineare in
luogo dell’implicazione intuizionistica per la rappresentazione di regole generiche. Differentemente
da quest’ultima, essa permette il libero flusso delle assunzioni lineari tra premesse e conclusioni
delle regole. Nel caso in cui il sistema deduttivo in esame non si avvalga di una porzione lineare,
entrambe le implicazioni hanno lo stesso effetto. Questo & importante volendo eseguire in LLF
gli esempi accumulati per LF.

Il concetto di meta-rappresentazione e di adeguatezza estende in maniera naturale gli analoghi
concetti presenti nel caso di LF. Infatti, una meta-rappresentazione in LLF di un insieme di
giudizi J di un formalismo oggetto £, ¢ una funzione "_7 che associa ogni giudizio schematico in
J ad un tipo di base e ogni derivazione per questi giudizi ad un oggetto canonico di questo tipo.
Giudizi sintattici vengono invece gestiti mediante sintassi astratta di ordine superiore, possibil-
mente lineare se il linguaggio oggetto include operatori sintattici che legano variabili in maniera
lineare.

I teoremi di adeguatezza per una rappresentazione in LLF vengono enunciati e dimostrati
in maniera identica a quanto mostrato nel caso di LI nel Capitolo 4. Come gia accade in LF),
bisogna fare vedere che il contesto di LLF evolve nella stessa maniera del contesto del giudizio
oggetto che si sta modellando, questo si applica in particolare al contesto lineare. Una piccola
sorgente di complicazione emerge nella dimostrazione della correttezza della rappresentazione in
quanto i termini disponibili in LLF hanno una struttura pii complicata di quanto rinvenibile in
LF.

6.2 Sintassi Concreta di LLF

In questa sezione facciamo vedere come estendere la sintassi concreta di LF su cui si basa Elf per
includere gli operatoridi LLF. Nel fare cio, siamo stati guidati da due obiettivi: innanzitutto, un
programma FIf non deve venire alterato sintatticamente volendolo eseguire in un’eventuale imple-
mentazione di LLF. Detto in altro modo, ’estensione che proponiamo deve essere conservativa
rispetto a Flf. Inoltre, vogliamo evitare il proliferare di operatori, mantenendone il numero il pid
limitato possibile, in modo da agevolare ulteriori estensioni quando risulteranno necessarie.

La seguente tabella associa ogni operatore di LLF alla sua rappresentazione concreta. Come
gia accade in Elf, alcuni operatori possono essere scritti in maniera diversa. In particolare, usiamo
la freccia per modellare un costruttore di tipi dipendenti nel cui corpo non compare la variabile
legata. Inoltre, offriamo la possibilita di scrivere le implicazioni con gli argomenti rovesciati
invertendo il senso della freccia.
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6.2. SINTASSI CONCRETA DI LLF

Sintassi astratta

‘ Sintassi concreta

. TYPE type
Kind B . . .
lHz:A K {z:A}K A > K K <= A
PM P M
T <T>
Tipi A& B A& B
A—oB A -0 B B o- A
lz:A. B {z:A}B A->B B<- A
9 O
(M, N) M,N
FST M <fst> M
. snd M <snd> M
Oggetti .
Az:A.M [z~ ATM
M*™N M~ N
Az:A.M [x:ATM
M N M N

La seguente tabella descrive precedenza e associativita degli operatoriintrodotti. Ovviamente,
si possono usare le parentesi per cambiare la precedenza relativa i questi costrutti. Si noti che
non e pia valida la proprieta di LF secondo la quale il raggio d’azione dei costrutti che legano

variabili si estende fino alla fine della dichiarazione corrente, o della prima parentesi chiusa.

Precedenza

Operatore

Posizione

pit elevata

pit bassa

associativo a sinistra

_& _ associativo a destra
_ -0 _ _ => _ associativo a destra
o- _ <= _ associativo a sinistra

{3 [ [~d. <fst> _ <snd> _

—y -

prefisso a sinistra

associativo a destra

Un programma Elf rappresenta una segnaturadi LF. In LLF, conviene alterare questa conven-
zione permettendo di specificare nel programma assunzioni lineari: infatti qualora il formalismo da
rappresentare si avvalga di numerose assunzioni lineari, & piti comodo scriverlo nel programma che
avere una clausola che le assuma nel contesto durante I’esecuzione. A questo scopo, permettiamo
dichiarazioni della forma

<linear> c¢: A.
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dove la parola chiave <linear> sta ad indicare che la dichiarazione che segue va inserita nel
contesto come assunzione lineare, e non nella segnatura.

Come gia accade in LF, usiamo % per indicare un commento che si estende fino alla fine della
riga corrente.

Adottiamo le stesse convenzioni di Flf per semplificare la scrittura di dichiarazioni in LLF.
Il tipo delle variabili legate dagli operatori di tipo dipendente e A-astrazione puo essere lasciato
implicito ogni volta che e possibile ricostruirlo sulla base delle dichiarazioni circostanti. Come
in LF, il problema della ricostruzione dei tipi & in generale indecidibile, ma cid & raramente un
problema nelle applicazioni concrete. Qualora manteniamo implicito il tipo A di una variabile x
in espressioni di questo tipo, scriviamo {x}B, [x]B e [x~]Bin luogo di {x:A}B, [x:A]Be [x"A]lB
rispettivamente.

Un’altra utile convenzione & quella di usare identificatori che iniziano con una lettera maiuscola
per indicare variabili quantificate da un costruttore di tipo dipendente qualora quest’operatore
racchiuda l’intera dichiarazione. In questo modo possiamo omettere completamente questi oper-
atori.

Una novita riguarda la possibilita di usare la giustapposizione per rappresentare anche le
applicazioni lineari quando sia possibile ricostruire la natura esatta di questo operatore in base
alle dichiarazioni circostanti. Qualora questa ricostruzione non sia possibile, dobbiamo usare
esplicitamente 'operatore ~.

6.3 Mzini-ML Imperativo

Come nostro primo esempio, riprendiamo il linguaggio Mini-ML presentato nel Capitolo 4 es-
tendendolo con una memoria e istruzioni imperative per accedervi e modificarla. Costrutti di
questo tipo non possono venire modellati in maniera effettiva in LF in quanto non € possibile
rappresentare in maniera efficiente la memoria. Le assunzioni lineari di LLF si possono usare per
codificare le celle di memoria e gli operatori lineari del nostro linguaggio offrono strumenti per
modellare le operazioni che vi operano.

Definiamo la sintassi e la semantica del linguaggio, che chiameremo MLR, in Sottosezione 6.3.1.
Rappresentiamo questi costrutti in LLF nella successiva Sottosezione 6.3.2. Infine, proponiamo
il teorema di preservazione dei tipi per MLR e la sua rappresentazione in LLF in Sottosezione
6.3.3.

6.3.1 Mini-ML con Referenze

L’estensione imperativa di Mini-ML richiede vari arricchimenti alla sintassi di questo linguaggio.
Innanzitutto, dobbiamo introdurre una nozione di memoria, costituita da celle che possono as-
sumere un valore. Definiamo una nuova categoria sintattica per modellare questa nozione. Ci
serve inoltre la nuova categoria lessicale delle celle di memoria come costrutto intrinseco del
linguaggio.
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Expressions
tpe_x
QT z:7F z: 7
Q;T F° e :nat
_  tpe_z tpe_s
Q; I F° z : nat QI F° se:nat
QT F e:nat QT F eg:r7 T, z:nat F° eq: 7
tpe_case
QT F® case eof z = ey |sa = ey T
QT er:m QT eg:my QT F e:m xm QT F e:m xm
tpe_pair tpe_fst tpe_snd
T F° (e1,e) 111 X 7 QT fste:m QL F snde:m
Qe F e:m QT F eg:m—on QT F e:im
tpe_lam tpe_app
QT F lamz.e:m — 7 QT F® eyeqg:m
QL F e Qe Fe:m QT F° [er/x]es: T
tpe_letval tpe_letname
Q;T F° letvalz = e;iney : 7 Q;T F° lethamez = ¢e; iney : 7T
QT,z:TF e:T
tpe_fix
QI fixz.e: T
tpe_cell tpe_noop
Q,c:m;T F° ¢: 1ref Q;T F° () :cmd
QT e:r QT e QT F eg:my
tpe_ref tpe_seq
Q;T F° refe: Tref QT F° ey;e0: 1
QT F° e:7ref QU F ey:rref QT F° eq:7
—  tpe_deref tpe_assign
Qr ke le:r Q:T F° e :=e9 : emd

Figura 6.2: Regole di Tipizzazione per MLR, Espressioni

Il linguaggio delle espressioni si arricchisce con sei nuovi costrutti: oltre alle celle di me-
moria, abbiamo un’operazione di referenziazione che serve a definire puntatori, un’operazione di
dereferenziazione e un’operazione di assegnamento. Aggiungiamo inoltre il costrutto di operazione
nulla, corrispondente al valore di un assegnamento e la possibilita di sequenzializzare espressioni
in modo da concatenare 'effetto di pit istruzioni imperative.

Il linguaggio dei tipi viene accresciuto con due nuovi costrutti: un tipo di base corrispondente
ai comandi del linguaggio (operazione nulla e assegnamento) e, per ogni tipo, il tipo referenza,
ossia puntatore ad un valore di quel tipo. I nuovi costrutti del linguaggio sono mostrati nella
grammatica sottostante, separandoli dagli operatori originari di Mini-ML con una doppia sbarra
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Instructions
GTH e:T QU v
- tpi_eval - tpi_return
QT+ evale: T QT ' returnv : 7
QT F v:nat QT F° e;:7 Q;T,z:nat F° e
- tpi_case®
QT+ case* vofz = e |sz = e 7T
QT F v QT HF e:m QT F v:mXm QT F v:m X1
- tpi_pair* - tpi_fst* - tpi_snd*
QT F (v,e)* i X1 QT F fst®v:m QT F osnd* v:m
QT Fv:m—oan T F e
- tpi_app”
QT+ app*ve:n
QT F v:r QT F° v:1ref
- tpi_ref” - tpi_deref*®
QT ' ref* v:rref QT+ deref*v: 1
QT v:rref QT F e:7 QT F° vy :rref QT F° uy
- tpi_assignl®* - tpi_assign2*
QT F v:=]e:cmd QT F vy :=5 vg : cmd
Continuations
QTent i:r QTHE Kir=mn
tpK_init tpK_lam
QT HFE init: 7= 7 QT HE K xzim = m

Figura 6.3: Regole di Tipizzazione per MLR, Istruzioni e Continuazioni

(-

FEspressioni: e = (Variabili)
| z | se|caseeof z = e |sz = e (Numeri naturali)
| <61,62> | fst e | snd e (Coppie)
| lam z.e | €7 €9 (Funzioni)
| letval 2 = e; in ey | letname 2 = ey iney  (Definizioni)
| fixz.e (Ricorsione)
| ¢| refe | te (Referenze)
| () | e1:=e2 | er5e9 (Comandi)

Tipi: 7 u=mat | X7 | 7127
| 7ref | cmd

Memoria: S == .| S,e=v

La semantica staticadi MLR estende in maniera naturale il sistema di tipizzazione che abbiamo
visto per Mini-ML. La possibilita di menzionare celle di memoria nelle espressioni richiede la
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Store
QF 5:Q Q- Fuw:r
——————— tpS_empty tpS_cell
QF . QF (S,e=w):(Q,e:7)
Answers
QF S:Q Q- Fow:r Qe Fa:r
tpa_val tpa_new
QF (Sv):7 QF newc.a:r

Figura 6.4: Regole di Tipizzazione per MLR: Memoria e Risposte

presenza di un nuovo contesto, il contesto di memoria, che assegna un tipo ad ogni cella. Abbiamo
la seguente grammatica:

Contesti: 1" == - | I'yz:7

Contesti di memoria:  Q == - | Q,c:7

Le regole di tipizzazione per le espressioni di MLR sono mostrate in Figura 6.2. I casi relativi ai
costrutti nuovamente introdotti sono evidenziati nella parte bassa della figura.

La semantica dinamica del linguaggio arricchisce notevolmente la nozione di valutazione presentata
per il caso puramente funzionale. Innanzitutto dobbiamo generalizzare la nozione di risultato di
una valutazione. In Mini-ML, un’espressione produceva un valore quando valutata. In MLR,
dobbiamo appaiare il valore prodotto dalla valutazione di un’espressione con il contenuto della
memoria al termine della valutazione, inoltre, dobbiamo astrarre alcune celle di memoria in essa
contenute. Otteniamo cosf la nozione di risposta. 1 nuovi costrutti presenti in MLR danno origine
a nuove istruzioni ausiliari. La seguente grammatica definisce istruzioni, continuazioni e risposte:

Istruzioni: i == evale | returnv

| case* vofz = e |sz = e
| (v,e)* | fst* v | snd" v

| app* ve

| ref* v | deref*v | v:=e | vy =5 vy

Continuazioni: K == init | K, Az.1q

Risposte:  a == (S,v) | newc.a

Le regole di tipizzazione per istruzioni, continuazioni, memoria e risposte sono riportate nelle
Figure 6.3 e 6.2.

Le regole di valutazione, sempre secondo lo schema basato su continuazioni, sono present-
ate nelle Figure 6.6 e 6.5. Di nuovo, abbiamo evidenziato nella parte bassa di queste figure
il trattamento dei nuovi costrutti del linguaggio. Si noti come viene valutata una referenza ad
un’espressione (regola ev_ref*), ossia un oggetto che si rende disponibile tramite un’indirezione:
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Expressions
K F returnz —gsa K, z.returns z I evale —g5 a
(NO ev_x) ev_z ev_s
K F evalz —sa K F evalse —=gsa
K, \y.case® yof z = e |sz = e3 F evale g a
ev_case
K F evalcase eof z = e1 |sz = €3 —ga
K, Ax.(z,e5)" F evale; <5 a
ev_pair
K | eval (e1,e2) =5 a
K x.fst* ¢ F evale =5 a K, z.snd* z - eval ¢ =5 a
ev_fst ev_snd
K F evalfste —ga K F evalsnde <5 a
K F returnlam z.e <3 a K, Ax.app* z e; I evale; g5 a
ev_lam ev_app
KFevallamz.e =g a K+ evalej es s a
K, x.evaley F eval 1 g a K F eval [e;/z]es <5 a
ev_letval ev_letname
Kt evalletval z = e1Ines —g5 a K + eval letnamez = e1 iney g5 a
K F eval [fix z.e/z]e <5 a
ev_fix
K Fevalfixz.e =5g5a
K F returnc —gsa K F return () =g a
ev_cell ev_noop
KFevalc—=gsa K F eval () g a
K, x.vref* z - evale 5 a K, zx.evaley F eval e 5 a
ev_ref ev._seq
K F evalrefe —ga K F evaley;es —sa
)
K, z.deref*z I evale g a K A z.z:=7 ey F eval ey 5 a
ev_deref ev_assign
K Fevalle—gsa K F evale; :=¢e3 35 a

Figura 6.5: Valutazione in ML R, Espressioni

viene creata una nuova cella di memoria dove viene inserito il valore referenziato e viene ritor-
nata questa cella. Poiché questa cella & nuova, dobbiamo astrarla nella risposta. E a causa di
questa possibilita che dobbiamo impacchettare I'intera memoria in una risposta. La regola per
la dereferenziazione non fa altro che leggere il contenuto di una cella di memoria. La regola che
tratta I’assegnamento cambia il valore di una cella di memoria.
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Values .

K F [v/z]i—sa
ev_init ev_cont
init F returnv —g (S, v) K, z.i F returnv —gsa

Auxiliary instructions
K F evale; —s5a

ev_case]

K case* zofz = €1 |sz = e39ga

K F eval [v/z]es =5 a

*
ev._case,y

K | case* svofz = e |sz = e39ga

K, Az.return (v,z)  evale g a

ev_pair”®
K F (v,e)f —=sa
K F return vy —s a K F returnvs <—s a
» ev_fst* " ev_snd*
K F fst™ (vi,v2) s a K F snd” (vi,v2) —sa
K, Azx.evale; - eval e5 <55 a
ev_app”*
K  app® (lam z.e1) €3 =g a
K F returnc (5 .= @ K F returnv (s .c=y,5/) @
ev_ref* ev_deref*
K F ref* v s newc.a K F deref” ¢ = (5 .=y,51) @
K Xx.c:=hz t evale g5 a K F return () < (s.=y, 5/ @
ev_assign} ev_assign}
KFec=lesa K F =50 (5czu,5) @

Figura 6.6: Valutazione in MLR, Valori ed Istruzioni Ausiliarie

6.3.2 Rappresentazione in LLF

La rappresentazione del livello sintattico di MLR non richiede ’accesso alla parte lineare del
contesto di LLF. Pertanto non ci dilungheremo, dando solamente la codifica dei costrutti nuovi
rispetto a Mini-ML. Le dichiarazioni delle famiglie di tipo necessarie per codificare la sintassi
astratta di MLR sono date dalle seguenti dichiarazioni:

exp : type. instr : type.
tp : type. cont : type.
item: type. store : type.
cell : type. answer : type.

Le quattro ultime dichiarazioni sono nuove. Le prime due servono a rappresentare la memoria.
Le ultime due codificano celle di memoria e risposte.
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Le seguenti dichiarazioni permettono di rappresentare i nuovi costrutti per espressioni e tipi:

FEspressioni : exp

¢ = rfe
"refe?! = ref Te”
[_!e—l — | [_e—l
r A —_
07 = noop
Tepi=ey ' = Ter! is Tey!
r . al . r . r al
€15 €2 = €1 5 €2
Tipi: tp
"rref! = 77 tref
"emd' = cmd

Le dichiarazioni per modellare le continuazioni non cambiano. Si hanno invece le seguenti
definizioni per quanto riguarda le nuove istruzioni ausiliarie:

Istruzioni : instr

Tref* v = ref* Mv”
"deref*v? = deref* v’

v ::’1‘ e! = p7 isx1 Te™!
Tog :=5vy!' = "o is*2 Tuy!

Completamente nuove sono le dichiarazioni che permettono di trattarela memoria e le risposte:

Memoria: item and store .7 = estore
S,e=v! = TS87and (¢ = "v™")
Risposte : answer (S,v)" = <close "S™ v
"mewc.a' = new [c:cell] a”

I teoremi di adeguatezza di questa meta-rappresentazione si possono trovare in Appendice C.

Anche la rappresentazione della semantica statica di MLR non introduce sostanziali novita
rispetto a quanto visto nel Capitolo 4 per Mini-ML. Facciamo vedere solamente la dichiarazione
delle costanti di tipo:

tpc @ cell -> tp -> type.

tpe : exp -> tp -> type.

tpi : instr -> tp -> type.

tpK : cont -> tp -> tp -> type.
tpS : store -> type.

tpa : answer -> tp -> type.
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La prima di queste dichiarazioni serve ad assegnare un tipo ad ogni cella di memoria. Non
corrisponde ad un giudizio vero e proprio di ML R. Viene invece inserita nel contesto intuizionistico
come assunzione sul tipo delle celle.

L.a modellazione del contenuto della memoria e delle operazioni che permettono di accedervi
durante la valutazione richiede I'uso degli aspetti tipicamente lineari di LLF. La semantica din-
amica di MLR si appoggia su tre famiglie di tipi:

collect: store -> type.

read: cell -> exp -> type.

ev : cont -> instr -> answer -> type.
contains: cell -> exp —> type.

L.e prime due sono ausiliari e la loro funzione verra spiegata fra poco. La terza e la dichiarazione
che rappresenta il giudizio di valutazione basato su continuazioni presentato nelle Figure 6.6-6.5.
[’ultima dichiarazione ha come unico scopo la modellazione del contenuto di una cella di memoria.
Appare solamente nella parte lineare del contesto.

Il contenuto della memoria viene rappresentato in maniera distribuita nella codifica che pro-
poniamo. Per ogni cella ¢ costituente la memoria, vi & una dichiarazione c: cell nella parte
intuizionistica del contesto di LLF. 1l nome di una cella pud infatti apparire a pid riprese in
un’espressione MLR. Il contenuto corrente v di ¢ & invece rappresentato dall’assunzione lineare
h: contains ¢ wv. Pii precisamente, abbiamo la seguente codifica per un giudizio di valutazione
in MLR, dove si assume che la memoria S abbia la forma S = (¢; = vy,...,¢, = vy,)

cp:cell, ..., Cpicell,

"KFisgal =
hiicontains ¢; "v1', ..., hy contains c,

S| Fe?fer TKT T Ta

'_Un

dove, come vedremo fra poco nel teorema di adeguatezza, ?

questo giudizio nel caso sia derivabile.

rappresenta una derivazione per

Il teorema di adeguatezza della rappresentazione della valutazione per MLR & presentato
qui sotto. La sua dimostrazione segue gli schemi mostrati nel caso di LF. Viene leggermente
complicato il trattamento della completezza a causa della maggior varieta di costrutti che possono
comparire in un termine in LLF.

Teorema 6.3.1 (Adeguatezza della valutazione per MLR)

Dati una continuazione chiusa K, un’istruzione chiusa i, una memoria S = (¢1 = vy,...,¢, =
vn) € una risposta a in MLR, esiste una biiezione composizionale tra derivazioni di

KFi9ga
e oggetti LLF M tali che
c1:cell ..., Cp:cell . .
b " - o . c 4| Fs MApfrev TKT T Ta”
hyicontains ¢; "1, ..., h, contains ¢, "v,

¢ derivabile. O
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Ritorniamo alle dichiarazioni ausiliari presentate sopra. Come abbiamo detto, la memoria
di MLR & rappresentata in maniera distribuita nel contesto di LLF. Tuttavia, essa viene a far
parte della risposta che viene restituita al termine della valutazione. La dichiarazione collect
permette di passare dalla rappresentazione distribuita usata dinamicamente alla rappresentazione
come oggetto di tipo store che appare nella rappresentazione delle risposte. Abbiamo la seguente
definizione:

col_empty : collect estore.
col_item : collect (S and (C = V))
o- contains C V
o- collect S.

La famiglia di tipi read implementa I’operazione di lettura di un valore presente in memoria.
Non & strettamente necessaria in quanto la stessa operazione si poteva emulare alternativamente
ricorrendo a soli operatori moltiplicativi senza la necessita di dichiarazioni ausiliari. Illustra
tuttavia una tecnica ricorrente: 1’uso di operatori additivi per accedere ad uno o pii valori senza
modificare il contesto volatile. Abbiamo la seguente definizione:

read_val : read C V
o- contains C V
o= <T>.

6.3.3 Preservazione dei Tipi

Anche per MLR vale il teorema di preservazione dei tipi. Come per Mini-ML, esso afferma
che il tipo del risultato della valutazione di un’espressione coincide con il tipo dell’espressione
stessa. Nuovamente, I’enunciato di questo risultato & complicato dalla necessita di tener conto dei
vari ingredienti ausiliari: il tipo della continuazione e della memoria che compaiono nel testo del
teorema.

Come abbiamo gia fatto nel caso puramente funzionale, facciamo vedere la rappresentazione
in LLF di questo meta-teorema contemporaneamente alla sua dimostrazione. Prima di procedere
con questo passo, enunciamo alcuni lemmi ausiliari. Come per Mini-ML, ci servono le proprieta
di weakening e sostituzione. La prima viene estesa permettendo I’aggiunta di assunzioni sulle celle
di memoria senza cambiare la validita delle derivazioni di tipi. Questi risultati si dimostrano per
induzione.

Lemma 6.3.2 (Weakening)
i. Se ;U F°e:r, allora Q,Q;0, 1" ¢ e:7;
ii. Se QU F i, allora Q,Q50, 1 d:1;

iii. Se T HFE K =1y, allora QT T F K1 = 1y
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iv. Se QFY S:Q, allora Q,Q 5 §:Q;

v. Se QF* a:7, allora Q,Q F* a:7. O

Lemma 6.3.3 (Sostituzione)
i. Se Uz Feerre QU FC e ir, allora Q1 B¢ [ef/z]e: T;

ii. Se Uz’ Foaiire QU e e 7!, allora Qi1 [el/x]i: 7. O

Ci serve inoltre un piccolo lemma che ci permette di accedere ad elementi intermedi nella
memoria. Anche questo risultato viene provato per induzione.

Lemma 6.3.4 ([nversione sulla tipizzazione della memoria)

i. Se QFS (S e=v,8":Q, allora Q= c:r,Q" con QF5 S Q) Q.- F v:re
9] }_S S Q-

ii. Se QFS S Q) Q- Fuvite QS S"QN
allora Q 5 (S',e=v,8") : (Q,c:1, Q). 0

Sebbene vengano usate nella dimostrazione, nessuna di queste proprietda da origine a di-
chiarazioni ausiliari nella rappresentazione del teorema di preservazione dei tipi. Le prime due
sono infatti gestite internamente dalla meta-teoria di LLF, la terza viene by-passata grazie alla
rappresentazione distribuita della memoria nel contesto del meta-linguaggio.

Prima di presentare ’enunciato e la dimostrazione del teorema di preservazione dei tipi per
MLR, mostriamo le dichiarazioni LLF necessarie alla sua rappresentazione:

prRead : read CV =-> tpc C T => tpe VT -> type.

prCollect : collect S -=> tpS S -> type.

pr : evKIA->tpiIT->tpKKTT  ->tpa AT" -> type.
prCell : contains C V -> tpc C T -> tpe VT -> type.

L.e prime due hanno a che fare con la gestione al livello meta-teorico delle dichiarazioni ausiliari
collect e read. La terza serve a rappresentare il teorema di preservazione dei tipi vero e proprio.
L.a quarta dichiarazione associa dinamicamente il contenuto di una cella di memoria al suo tipo.
Essa non corrisponde ad alcun giudizio del linguaggio oggetto, fa invece solamente parte della
parte lineare del contesto della meta-rappresentazione. Abbiamo infatti il seguente teorema di
adeguatezza, il quale illustra anche come viene effettuata la meta-rappresentazione.
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Teorema 6.3.5 (Adeguatezza della rappresentazione della presentazione dei tipi per MLR)

Dati una continuazione chiusa K, un’istruzione chiusa i, una risposta chiusa a, una memoria
chiusa S = (¢; = v1,...,¢, = vy,), un contesto di memoria Q= (c1:71,...,¢,:7Ty), tipi T eT', €
oggetti LLVF F, T, Tk el's tali che i giudizi

cp:cell, ..., Cpicell, Fe Efev TK1 i Tq
hyicontains ¢; "vy7, ..., h, contains ¢, "v,"
cp:cell, ...y Cpicell, bo Tifh tpi i T
tiitpec er ", ... tpitpe ¢ T | T
c1:cell, ...,y Cpicell, b Tk tpK T30 T77 T/
tyitpe e T, ..., tyitpe ¢p T, *
cp:cell, <.y Cpicell, s Ts f tpS 757
tiztpe ¢ "m .., tpitpe ¢ T,

siano derivabili, esistono oggetti LLF T, e M tali che

c1:cell, ...,y Cpicell, s T, tph Ta? T
tyitpe e T, ..., tyitpe ¢p T, .
€
cp:cell, .o, Cpicell,
hi:contains ¢; "v1, ..., hp:contains ¢, "v, ,
ti:tpc ¢p T, s, tyitpe ¢ T,
p1iprCell hy tq, ey PniprCell h, t,
Fe Mfrpr "TK? ™7 T77 77 T BT Tr T,
sono derivabili. m|

Si noti che si fa uso del contesto lineare anche per la rappresentazione del teorema di preservazione
dei tipi in MLR. Infatti, questo & un esempio di meta-teoria lineare. Si noti che le assunzioni sul
contenuto della memoria (contains ¢; v;), pur essendo di per se lineari, sono inserite nella parte
intuizionistica del contesto. Non le manteniamo nel contesto lineare in quanto LLF non ammette
tipi dipendenti lineari.

Passiamo ora all’enunciato e alla dimostrazione del teorema di preservazione dei tipi per MLR.
Come gia fatto nel caso puramente funzionale, presentiamo la codifica in LLF dei casi considerati.

Teorema 6.3.6 (Preservazione dei tipi)
Se ExKbFisgacon TruQ-Foiir, T FN K:ir=7e TguQF S:Q,
allora T, :Q F* a:7T.
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Dimostrazione.

Procediamo per induzione sulla struttura di € e inversione su 7;, Tx e Ts. Facciamo vedere
solamente alcuni casi particolarmente significativi assieme alla loro implementazione in LLF. Gli
altri casi sono altrettanto semplici; la loro implementazione si puo trovare in Appendice C.

g/
K, z.returns z - eval e —g a

ev_s S = ev_s
K Fevalse —=g5a

with 7 = eval s e.

Te = Q;-F° e:nat and 7= nat by inversion on tpi_eval and tpe_s for 7;,
T = Q;- F eval e : nat by rule tpi_eval on 7.,
Ty = Q;z:nat F° sz : nat by rule tpe x and tpe._s,
T 0 Q;2:nat ' returns z : nat by rule tpireturn on 7,
Q- FE K Az .returns r :nat = 7 by rule tpK_lam on 7" and Tk,
To “QF a:7 by induction hypothesis on &', 7/, T} and Ts.
pr-ev_s : pr (ev_s E) (tpi_eval (tpe_s Te)) TK Ta
o- pr E

(tpi_eval Te)
(tpK_lam TK [x][t:tpe x nat] tpi_return (tpe_s t))
Ta.

((/‘/

K F returnc <—gsa

Kt evalec—ga

with 7 = eval c.

Te :Q;-F¢ c:7" ref and 7= 7' ref by inversion on tpi_eval and tpe_cell for 7;,

T Q- F oreturnc: 7’ ref by rule tpi_return on 7,

To 2QF*a:7T by induction hypothesis on &', 7/, Tk and Tgs.
pr-ev_cell : pr (ev_cell E) (tpi_eval (tpe_cell Tc)) TK Ta

o- pr E (tpi_return (tpe_cell Tc)) TK Ta.

gl

K, dx.vref* z I eval e g5 a

K F evalrefe —ga

with 7 = eval refe.

Te =Q-Fe:7 and 7 =171 ref by inversion on tpi_eval and tpe_ref for 7;,



CAPITOLO 6. LA METODOLOGIA DELLA META-RAPPRESENTAZIONE LINEARE 119

T = Q; k' oevale: by rule tpi_eval on 7,
T = Qzr Foref* z i1 ref by rules tpe_x and tpi_ref*,
T Q- FE K Xz.vef*z: 7' = 7 by rule tpK_lam on 7;" and 7k,
To =QF a:7 by induction hypothesis on &', 7/, T} and Ts.
pr-ev_ref : pr (ev_ref E) (tpi_eval (tpe_ref Te)) TK Ta
o- pr E

(tpi_eval Te)
(tpK_lam TK [x][t:tpe x T] tpi_ref* t)
Ta.

((/‘l

K, Ax.evales F eval ¢ =g a

ev_seq &= ev._seq

K F evaley;es g5 a

with ¢ = eval eq;e,.

T Q- ke 7! and
T Q- ke eg: T by inversion on tpi_eval and tpe_seq for 7;,
T Q- oevale i 7 by rule tpi_eval on 7/,
T Q- oevaleg T by rule tpi_eval on 7,
T e Qeir' Foevaleg: T by weakening on 7,
Qe FEOK Az evaley i 7' = 7 by rule tpK_lam on 7"’ and 7k,
To 2QF a:7F by induction hypothesis on &', 7/, T} and Ts.
pr-ev_seq : pr (ev_seq E) (tpi_eval (tpe_seq Te’” Te”)) TK Ta
o- pr E

(tpi_eval Te’ ")
(tpK_lam TK [x][t:tpe x T°] tpi_eval Te~)
Ta.

ev_nit £ = ev_init

init F returnv —g (5, v)

with K =init, { =returnv and a = (S,v).

T =T by inversion on tpK_init for 7Tx,

To Q- F v by inversion on rule tpi_return for 7;,

To =QF* (S,v):7 by rule tpa_val on Tg and 7.
pr-ev_init : pr (ev_init C) (tpi_return Tv) tpK_init (tpa_close Tv TS)

o— prCollect C TS.
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((:/
K'F [v/z]i’ =5 a

ev_cont £ = ev_cont

K' Ax.i F returnv —ga

with K = K/, Az.7 and 7 = returnv.

T Quar H Q! and

Th Q- F Ko =7 by inversion on tpK_ lam for Tk,

To Q- Fwv:r by inversion on tpi_return for 7;,

T o Q- o [u/x)i T by the substitution lemma on 7;” and 7,

To 2QF*a:7T by induction hypothesis on &', 7/, T and Ts.
pr—ev_cont : {Tv: tpe V T}

pr (ev_cont E) (tpi_return Tv) (tpK_lam TK Ti) Ta
o- pr E (Ti V Tv) TK Ta.

gl

K F returnc — (5 .=y @’

K+ ref* v g newec.ad

with i = ref* v and @ = newc.a'.

To :Q;-F v:7 and 7= 17"ref by inversion on tpiref* for 7;,
T, Qe Fov T by weakening on 7y,
T = Qc:r’;- H returnc: 7 ref by rules tpe_cell and tpi_return,
Té Qe S S:Q by weakening on 7g,
Té Qe B (S;e=v):(Q,c:7) by rule tpS_cell on 7 and T/,
T v Qe FE Kir= 7 by weakening on Tg,
TS Qe Fd 7 by induction hypothesis on &', 7/, T and T§,
To =QF newc.a:7 by rule tpS new on 7.
pr-ev_ref* : pr (ev_ref* E) (tpi_ref* Tv) TK (tpa_new Ta)

o- ({c:cell}{Cn:contains ¢ V}{Tc:tpc ¢ T}
prCell Cn Tc Tv
-o pr (E ¢ Cn) (tpi_return (tpe_cell Tc)) TK (Ta c Tc)).

((:I

K F returnv (s .=y 51y @

K I deref*c c_)(S’,c:'u,S”) a
with S=5",¢c=v,5" and i = deref*v.

To Q- Fwv:r by the store inversion lemma on 7g,
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7! = Q; k' returnv:r by rule tpi_return on 7,
To 2QF a:7T by induction hypothesis on &' 7/, Tk and Ts.
pr-ev_deref* : pr (ev_deref* (R , E)) (tpi_deref#* (tpe_cell Tc)) Tk Ta

o- prRead R Tc Tv
& pr E (tpi_return Tv) TK Ta.

((/‘/

K F return () < (s/ .= 51) @

ev_assigng &= ev_assigny

KFe Z:; v (_>(5’,c:'u’75”) a

with S =5"¢c=v,5" and i=c:=}v.

To Q- F e, 7=cmd and

To =Q; Fow:or by inversion on tpi_assignj for 7;,

7! = Q;- F return () : cmd by rules tpe noop and tpi_return,

Q =Q  c:r Q' TE QS Q and

T nQ B S by the store inversion lemma on Tg

Te QS (8 e=v,5"):Q by the store inversion lemma on 7, 7, and 7%,
To QF a:7F by induction hypothesis on &', 7}/, Tk and T¢.

pr-ev_assign*2 : pr (ev_assign*2 E Cn’) (tpi_assign*2 Tv (tpe_cell Tc)) Tk Ta
o— prCell Cn” Tc Tv~
o— (prCell Cn Tc Tv
-o pr (E Cn) (tpi_return (tpe_noop)) Tk Ta).

6.4 Eliminazione del Taglio per le Formule di Harrop Ereditarie
Lineari

Diamo ora un secondo esempio di meta-rappresentazione in LLF. Questa volta consideriamo un
frammento della logica lineare, il frammento liberamente generato del linguaggio delle formule di
Harrop ereditarie lineari presentato nel Capitolo 3, di cui facciamo vedere la codifica del livello
della sintassi, delle regole di deduzione e del teorema di eliminazione del taglio quale meta-teorema.
Ci riferiamo a questo linguaggio perchélo abbiamo gia incontrato in veste appena pit ricca, perché
& un frammento piccolo ma non banale della logica lineare, e infine perché la considerazione di
linguaggi pit estesi non porta a sostanziali complicazioni. La codifica che proponiamo si rifa
a [Pfe94b]. Il codice LLF completo nonché gli enunciati dei teoremi di adeguatezza sono stati
rilegati in Appendice D.
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Aziom F,A,A,A . C Structural rule
id clone
A — A IAA — C
RzghtrmeSLeﬂrmes
top_r (No top)
LA — T
LAA— C
with_11
A — A I'A — B A A&B — C
with_r
A — A&B LAB — C
with_12
I'AA&B — C
LAJA — B A, — A T;A,B — C
lolli_r lolli 1
A — A-oB A, A3, A—B — C
A, A — B ri-—s A TTJA,B — C
imp_r imp_1
LA — A—- B LAJA—- B — C
A — [e/z]A A [t/z]A — C
all_r all_1
LA — Ve A AV A — C
cut rules
LA — A T7A,A — C ry—A INA;A — C
cut cut!
F;A1,A2—)C F,A—)C

Figura 6.7: 11 Frammento Liberamente Generato delle Formule di Harrop Ereditarie Lineari

Il frammento liberamente generato della logica delle formula di Harrop ereditarie lineari e

definito dalla seguente grammatica:

A II:P|T|A4]&A42|14]—0442 |A]—)142|V$.44

dove P spazia sulle formule atomiche, costruite al solito su termini del prim’ordine.

Usiamo le famiglie di tipi o ed i per rappresentare la categoria sintattica delle formule del nos-

tro linguaggio e dei termini, rispettivamente. Pit precisamente, abbiamo le seguenti dichiarazioni:

o : type.
i: type.
La codifica delle formule non necessita I'uso della parte lineare del contesto di LLF, anzi viene
effettuata ricorrendo solamente al frammento del nostro linguaggio corrispondente ad LF'.
Le regole che specificano la validita di una formula di Harrop ereditaria lineare sono mostrate
in Figura 6.7. Codifichiamo un sequente 'y A — A di questo linguaggio rappresentando ogni
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formula A; in ' mediante un’assunzione intuizionistica int A; nel contesto di LLF e ogni formula
Bj in A mediante un’assunzione lineare 1in B;. Il sequente stesso viene invece rappresentato
dalla famiglia di tipi pr se si considera il calcolo che non comprende le regole di taglio, e pr+ se
includiamo anche queste regole; entrambe queste costanti assumono come argomento la codifica
di A. Le dichiarazioni per queste costanti di tipo sono:

int : o => type.
lin: o -> type.
pr :o -> type.
pr+:o -> type.

La rappresentazione delle singole regole d’inferenza si appoggia direttamente sui costrutti dispon-
ibili in LLF. Facciamo vedere alcuni casi tipici:

r 'd_\

F'A—>Al = id : (lin A -o pr A).
7
r . A
[AAA — Cclone _ clone : (int A -> 1in A -o pr C)
NAA — C - -o (int A -> pr C).
r . . A
A — A F’A_%Bwith_r B withr pr A & pr B
I"A — AL B N -o pr (A with B).
"l —s A 1‘;A,B—>Cimij ~ f 101111 : pr A -o (lin B -o pr C)
IMAJA—- B — C N -0 (lin (A 10lli B) -o pr C).

Si noti 'uso delle due forme di implicazioni al meta-livello, perfettamente in accordo con quanto
descritto nella sezione iniziale di questo capitolo. L’implicazione lineare permette di operare sul
contesto lineare partizionandolo e aggiungendovi assunzioni. [.’uso dell’implicazione intuizionist-
ica permette invece di vincolare il contenuto del contesto lineare, oppure di inserire assunzioni
nella porzione intuizionistica.

Abbiamo il seguente teorema di adeguatezza.

Teorema 6.4.1 (Adeguatezza delle derivazioni prive di tagli)

Date formule Ay, ..., A;, By,..., By e C le quali menzionano costanti individuali ¢y, . .., cp,
esiste una biiezione composizionale "7 tra derivazioni prive di tagli di

Al,...,AZ‘; By,....Bp — C

e oggetti LLF canonici M tale che il giudizio

cy:1, sy €l
zy:int "A7 Lo zyrint AT, | Fs M A pr TCT
y1:lin "By, ...,y 1lin T BT

¢ derivabile. O



6.4. ELIMINAZIONE DEL TAGLIO PER LE FORMULE DI HARROP EREDITARIE
124 LINEARI

Le dichiarazioni per pr+ sono identiche a quelle presentate per pr se non per "aggiunta delle
due clausole che codificano le regole di taglio. 1l codice completo si puo trovare in Appendice D.

TTA — A 58,4 — C ) {cut : pr+ A -o (lin A -o pr+ C)

cut =
A, Ay — C -o pr+ C.
"I — A F,A;A—>Ccut'1 B cut! pr+ A => (int A -> pr+ C)
LA — C N -o pr+ C.

Considerazioni simili a quanto descritto sopra valgono per queste dichiarazioni. Vale inoltre un
simile teorema di adeguatezza.

Passiamo ora alla rappresentazione della meta-teoria del nostro esempio. Vogliamo codifi-
care il teorema di dimostrazione del taglio. Ricordiamo che questo risultato afferma che ogni
derivazione, eventualmente facente uso delle regole di taglio, puo essere trasformata in una de-
rivazione equivalente priva di queste regole. Il primo passo verso la dimostrazione di questo
risultato consiste nel far vedere che entrambe le regole di taglio sono ammissibili nel sistema
deduttivo considerato. Al solito, facciamo vedere la rappresentazione di questo risultato con-
temporaneamente alla sua dimostrazione. Facciamo uso delle seguenti due famiglie di tipi per
codificare I'ammissibilita delle due regole di taglio:

adm :pr A -> (lin A => pr C) => pr C -> type.
adm! :pr A -> (int A => pr C) -> pr C -> type.

L.a rappresentazione di questa dimostrazione non fa uso della porzione lineare del contesto di
LLF. La dimostrazione di questo risultato si rifa a [Pfe94b].

Lemma 6.4.2 (Ammissibilita di cut e cut!)

i. Date derivazioni prive di tagli Dy = I'5A; — A e Dy i A9, A — (), esiste una
derivazione priva di taghi D di T;A,Ay — C.

it. Date derivazioni prive di tagli Dy = [I';: — A e Dy ot I A;A — (), esiste una
derivazione priva di tagli D di T;A — C.
Dimostrazione.
Dimostriamo le due parti del lemma simultaneamente per induzione sulla struttura di A4, sulla
convenzione che (i) & pid piccolo di (77) e sulla struttura di Dy e Dy. Facciamo vedere solamente
alcuni casi significativi assieme al codice LLF risultante.

D
(d, )] Di=— a ’
: A — A TA,,A — C
with A; = A.

Set D to Do, but first replace the occurrence of A in D5 with the one in Dy.

adm_id-* : adm (id X) D2 (D2 X).




CAPITOLO 6. LA METODOLOGIA DELLA META-RAPPRESENTAZIONE LINEARE 125

D DY
;- — By T5A,,By, — A D,
(imp_l, _) D] = imp_1 X
I;AY,Bi - By, — A A, A — C
with A; = All;Bl — B,.
D" :T;A|,Bs, Ay — C by induction hypothesis on DY and Dy,
D =T;A},By = By,Ay — C by rule imp_1 on D”.
adm_imp_l-* : adm (imp_1l D11 D12 Y) D2 (imp_1 D11 D° Y)

<= ({y:lin B2} adm (D12 y) D2 (D° y)).

D
(o, 1d) ! X Dy=———id
A — A LA — A
with Ay = and C = A.

We simply set D to D; since this derivation is itself a proof of I'; A1, Ay — A.

adm_*-id : adm D1 id D1.

‘ (-, lolli1), not on A |We must distinguish two cases depending on the premiss of lolli_1 A is propagated

to.
D DY
D, AL A — By [5AY,Bs — C
o Left premiss: X Dy = lolli_1
F’Al — A F;A;,Bl—OBg,Ag,A — C
With Ag = AIQ, Bl —OBQ,Ag.
D T A AL, — By by induction hypothesis on Dy and Dj,
D =T;A, Ay By —oBy, Ay — C by rule lollil on D’.
adm_*-1lolli_11: adm D1 ([x:1lin A] lolli_1 (D21 x) D22 Y) (lolli_l D D22 Y)
<- adm D1 D21 D-.
D DYy
Dy F,AIQ — B F;AIQI,BQ,A — C
e Right premiss: X Dy = lolli
F’A1 — A F;A;aBl_OB?aAIQI;A — C
with Ag = AIZ, B1 —0 Bz,Ag.
D" T;A,AY,By — C by induction hypothesis on Dq and DY,
D =T;A,AY By 0By, Al — C by rule lollil on D”.

adm_*-1011i_12: adm D1 ([x:1in A] lolli_1 D21 (D22 x) Y) (lolli_1l D21 D° Y)
<- ({y: lin B2} adm D1 ([x:1in A] D22 x y) (D" y)).
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D} Dy, Dy
F;Al,Al — Ay F,AIQ — Ay F,Ag,AQ — C
[(lollix, TolliJ) on 4] D, = X =
F,A1 — A1 —0 Ay F)Ag,Ag,A‘]—OAQ — C
with A = A1 — Ay and Ay = AL Al
D" T AL A A — C by induction hypothesis on D} and DY,
D =T AL ALA — C by induction hypothesis on D and Dj.

adm_lolli_r+lolli_1 : adm (lolli_r D11) (lolli_1 D21 D22) D
<- ({x:1lin A1} adm (D11 x) D22 (D° x))
<- adm D21 D’ D.

D D DY
F,Al;Al — Ag F, — A1 F;AQ,AQ — C
‘ (imp_r, imp_1) on A‘ Dy = X Dy =
F,A1 — A = Ay F;AQJA‘[—)'AZ — C
D' T A A Ay — C by induction hypothesis on D} and DY,
D =TA1,Ay — C by induction hypothesis (iz) on D" and D5.
adm_imp_r+imp_1 : adm (imp_r D11) (imp_1 D21 D22) D

<- ({x:int A1} adm (D11 x) D22 (D~° x))
<- adm! D21 D“ D.

D} DY
F,Agﬁ& — C1 F,A;ZS — (4

D
! X DQ = with_r
rAA — C1 &Cy

r,- — A

with C' = 01&02.

DT A — Oy by induction hypothesis on Dy and Dy,
D' T A — O by induction hypothesis on Dy and DY,
D T A — C1&Cy by rule with_r on D’ and D”.

adm!_*-with_r : adm! D1 ([x:int A] with_r (D21 x , D22 x)) (with_r (D* , D""))
<- adm! D1 D21 D~
<- adm! D1 D22 D" ".

D DY
rA;A' — By T,A,A", By — C

D
lollil ! X Dy = lollil
F,A;A/,A“,Bl—OBQ — C

ri-— A

with C = 01&02.
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D T;A — By by induction hypothesis on Dy and D%,
D' T;A" By, — C by induction hypothesis on D; and DY
D I;AA", Bi—oBy — C by rule lollil on D’ and D”.

adm!_*-10lli_1: adm! D1 ([x:int A] lolli_1 (D21 x) (D22 x) Y) (lolli_1 D’ D’° Y)
<- adm! D1 D21 D~
<= ({y: 1lin B2} adm! D1 ([x:int A] D22 x y) (D" y)).

Dy
D r'AANA — C
L, X = clone
. — A A A — C
D T;A A — C by induction hypothesis on Dy and D5,
D TA — C by induction hypothesis (i) on Dy and D’.

adm!_*+clone : adm! D1 (clone D21) D
<= ({x:1in A} adm! D1 ([y:int A] D21 y x) (D* x))
<- adm D1 D’ D.

o

A questo punto, il teorema di eliminazione del taglio per la logica delle formule di Harrop
ereditarie lineari si ottiene con una semplice induzione.

Teorema 6.4.3 (Eliminazione del taglio)

Per ogni derivazione D, eventualmente contenente tagli, di 1'; A — A, esiste una de-
rivazione priva di tagli D' di T;A — A. a

Viene rappresentato mediante la famiglia di tipi:

ce: pr+ A -> pr A -> type.

6.5 Mahjongg

Come nostro ultimo esempio, facciamo vedere la codifica in LLF di un gioco, Mahjongg, popolare
fra gli utenti di workstation. Il gioco consiste di 144 tasselli suddivisi nei 36 ¢ipi mostrati in
Figura 6.8: vi sono quattro tasselli per ognuno dei tipi mostrati, con I’eccezione delle stagioni e
dei vegetali, che costituiscono due tipi, ma con diverse istanze.

Il gioco inizia in una configurazione iniziale quale quella mostrata in Figura 6.9. Lo scopo
del gioco & quello di accoppiare tasselli dello stesso tipo, togliendoli dalla tavola di gioco, fintan-
toché quest’ultima risulta vuota. Chiaramente, vi sono dei vincoli: non si pud usare un tassello



128 6.5. MAHJONGG

¥ T ~
P Y B T

SPRING SUMMER AUTUMH WINTER

ORCHI

/ N/ b
BAM ra

il Vi PLUM

s
&
&,

2 3 ® 4 5 B ? B 9
2 3 a 2 b 7 q
i Il 1o T 1 " P}
P 1{ iy 11 HEL O BAY |
2 =3 <D AES g6 X7 AP FU
e 2t =t e St = = =)
-5 -5 - - - - - 5

Figura 6.8: Tasselli del Gioco Originale Mahjongg

sormontato da un altro tassello e inoltre un tassello e utilizzabile solamente se ¢ libero a destra
oppure a sinistra.

Il trattamento di quest’esempio in LLF mostra alcune nuove possibilita offerte dal nostro
linguaggio. Partiamo con la parte piu semplice, ossia la codifica dei tasselli. Ci basiamo su tre
famiglie di tipi, le quali rappresentano i tipi di tasselli, le istanze all’interno di ciascun tipo, e i
tasselli in sé. Abbiamo le seguenti dichiarazioni:

tp : type.
inst : type.
tle : type.

Formiamo i tasselli individuali accoppiando un tipo e un’istanza per mezzo del costruttore tile,
definito dalla seguente dichiarazione:

tile : tp -> inst -> tle.
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Figura 6.9: Una Configurazione Iniziale in Mahjongg

Passiamo ora alla rappresentazione del gioco vero e proprio. Assumiamo di avere la codifica dei
tasselli di una partita. Rappresentiamo ciascun tassello, durante il gioco, tramite una dichiarazione
nel contesto. Iniziamo con i tasselli che sono stati rimossi dalla tavola di gioco: li codifichiamo
mediante assunzioni nella parte intuizionistica del contesto di LLF che marchiamo con la costante
out. Abbiamo la seguente dichiarazione:

out : tle -> type.

Chiaramente, queste assunzioni vengono fatte dinamicamente durante lo svolgersi di una partita
a Mahjongyg.

Non rappresentiamo i tasselli presenti sulla tavola di gioco in s&é ma i wincoli a cui sono
sottoposti. A questo scopo, ci serve la costante in, dichiarata come segue:

in : tle -> type.

Per ogni tassello presente sul tavolo di gioco, abbiamo una dichiarazione nel contesto lineare che
esprime i vincoli a cui & sottoposto. Pertanto, diversamente dagli esempi esaminati in precedenza,
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il contesto lineare non contiene semplicemente dati, ma procedure. Pii precisamente, rappresen-

tiamo un tassello ¢ sormontato dai tasselli sq1,...,s,, e vincolato a destra e a sinistra dai tasselli
T,...,"m € l1,...,[, rispettivamente mediante I’assunzione lineare
<linear> t : (in "t <= out "s; ' <= ... <= out s,
<-out "ry' <= ... <= out "r, "
& (in "t <- out "s;' <- ... <- out s,
<-out "/} <= ... <= out "[,)

dove i singoli tasselli sono rappresentati come prima. Ognuna di queste clausole pud venire
utilizzata solamente se uno dei due congiunti e dimostrabile, ossia se tutti i tasselli sovrastanti
t sono stati rimossi e i tutti i tasselli a destra oppure a sinistra sono stati tolti dalla scacch-
iera. Quando queste condizioni sono verificate, la clausola puo venire utilizzata per il gioco.
Essendo lineare, verra eliminata in quel momento dal contesto. L’idea e allora di rimpiazzarla
con un’assunzione del tipo out "¢7. 1l gioco in se viene allora rappresentato dalle seguenti due

clausole:
match : play

o- in (tile T N1)
o- in (tile T N2)
o- (out (tile T N1)
-> out (tile T N2)
-> match).
done : play.
dove play e dichiarato come
play : ‘type.
Si noti che la seconda clausola pud avere successo solamente quanto il contesto lineare & vuoto, e
quindi rappresenta il termine del gioco.

Possiamo quindi presentareil teorema di adeguatezza per la rappresentazione proposta. Chiara-
mente, essendo 'intera discussione informale, anche ’enunciato di questo teorema di rifa a nozioni
intuitive. Si noti che stiamo operando al livello semantico, ove la sintassi & consiste della forma
dei tasselli ed & banale.

Teorema 6.5.1 (Adeguatezza della rappresentazione di Mahjongg)

Dati i tipi di tasselli ¢y, ..., c,, le istanze 1y, . .., 1y, una configurazione iniziale consistente dei
tasselli ty, ... ty, ..., them dove ognit; é sottoposta ai vincoli C'(t;), un configurazione corrente
tale che i tasselli tq, ..., t, sono gia state rimosse dalla scacchiera mentre i tasselli t,yq1, ..., th4m

vi sono ancora presenti, esiste una biiezione composizionale tra prosegquimenti vincenti della
partita corrente e terminit LLE canonici M tali che il giudizio

c1:tp, ..., Cpitp,
11 :inst, ..., Ig:1inst,

Fs M la
xq:out'fy vey TpsoutTt, frplay

Tn41 ?'_C(tn+1)—l, ey Undm ?'_C(tn+m)—l
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Poix right
Red
Poix right Blue
left left
Blue
Green right Green
left right
Red left

Figura 6.10: Una Configurazione Iniziale nel Problema dell’Accoppiamento dei Calzini

¢ derivabile. O

A titolo illustrativo, mostriamo I’esempio concreto data dalla configurazione iniziale in Figura
6.10. In questa figura si & voluto rappresentare il comune problema dell’appaiamento di quattro
paia di calzini al momento in cui escono da una lavatrice. Abbiamo le seguenti dichiarazioni per
i tipi di calzini (blu, rosso, verde e & poix), le loro istanze (destro o sinistro) e i vincoli a cui sono
sottoposto come mostrato in Figura:

h Types of tiles.

blue : tp.
red : tp.
green : tp.

poix : tp.
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% Instances of each tile

left : inst.
right : inst.

% Initial configuration

<linear> blue_r
<linear> green_1l :

<linear> red_1

<linear> green_r :

<linear> red_r
<linear> poix_1

<linear> poix_r

<linear> blue_1

&

in (tile blue right).

in (tile green left)

(in (tile green left)

<- out (tile red left)).

(in (tile red left)
<- out (tile blue

right)

<- out (tile green left))

(in (tile red left)
<- out (tile blue

<- out (tile green right)).

right)

(in (tile green right)
<- out (tile red left))
in (tile green right).

in (tile red right).

in (tile poix left)

(in (tile poix left)
<- out (tile poix

(in (tile poix right)

right)).

<- out (tile red right)

<- out (tile poix

(in (tile poix right)

left))

<- out (tile red right)

<= out (tile blue
(in (tile blue left)
<- out (tile poix
in (tile blue left).

Abbiamo la seguente soluzione esemplificativa

per la quale viene calcolato il seguente proof-term:

green_1 <->
blue_1 <>
red_1l <=>
poix_r <->

left)).

right))

green_r
blue_r
red_r
poix_1
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[gl:
[gr:
[bl:
[br:
[rl:
[rr:
[pr:
[pl:

out
out
out
out
out
out
out
out

(tile
(tile
(tile
(tile
(tile
(tile
(tile
(tile

green left)]

match (<fst> green_1) (<snd> green_r)

green right)] match (<snd> blue_1) blue_r

blue left)]
blue right)]
red left)]

red right)]
poix right)]
poix left)]

match ((<fst> red_1) gl rb) red_r
match ((<snd> poix_r) bl rr) (<fst> poix_1)

done
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Capitolo 7

Conclusioni e Sviluppi Futuri

In questo capitolo conclusivo, riepiloghiamo il lavoro fatto e prospettiamo gli sviluppi che ne
prenderanno origine nel futuro immediato e non.

7.1 Conclusions

In questa tesi, abbiamo presentato il logical framework lineare LLF. Dopo aver analizzato lo stato
dell’arte, abbiamo messo in evidenza i punti deboli dei logical framework correnti: essendo basati
su logiche e teorie dei tipi intuizionistiche, non permettono una rappresentazione efficiente di
linguaggi basati su stati o risorse come i comuni linguaggi di programmazione imperativi. Questo
li rende inutilizzabili in ambito industriale. Proponiamo di ovviare a questa defficienza basando
il logical framework LL} su una teoria dei tipi lineare. Le caratteristiche intrinseche della logica
lineare offre strumenti per modellare in maniera naturale ed effettiva la nozione di stato e quella
di risorsa.

Come ogni logical framework, LLF consiste di due parti. Abbiamo innanzitutto un linguaggio
formale, in questo caso una teoria dei tipi lineare, che permette di dare una rappresentazione ai
giudizi e derivazioni di un linguaggio oggetto. In secondo luogo, abbiamo una metodologia di
rappresentazione che ci guida nella formalizzazione delle entita del livello oggetto. Sia la teoria
dei tipi che la metodologia di rappresentazione di LLF estendono in maniera conservativa quanto
disponibile nel logical framework LF. Questo ha ’effetto che ogni specifica scritta fino ad oggi in
LF & corretta ed ha lo stesso significato in LLF.

Abbiamo messo in evidenza le nuove possibilita di meta-rappresentazione di LLF mostrando
come si possono codificare alcuni problemi che sfuggono allo spettro di applicabilita di L. In
particolare, abbiamo mostrato come rappresentare nel nostro formalismo comuni costrutti di pro-
grammagzione disponibili nei linguaggi imperativi, logiche basate su risorse, e giochi caratterizzati
da uno stato interno.
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7.2 Sviluppi Futuri

Vorremmo continuare il lavoro iniziato con LLF in varie direzioni. In un immediato futuro, siamo
interessati a migliorarne la meta-teoria, ad implementare il linguaggio e ad usarlo per ulteriori
compiti di meta-rappresentazione. Abbiamo in mente anche alcuni sviluppi a lunga scadenza.

7.2.1 Aspetti Teorici

In questa tesi, abbiamo descritto la meta-teoria di LLF partendo da un sistema pre-canonico,
caratterizzato dal fatto che ogni termine in esso derivabile & in forma n-espansa. Abbiamo mo-
tivato questo fatto dicendo che solamente termini del genere (anzi in forma canonica) vengono
utilizzati per fare proof-search e nei teoremi di adeguatezza. Sebbene cid sia vero, obbligare il
programmatore a scrivere le sue segnature e query in forma canonica, o per lo meno 7-lunga, e
vincolante. Siamo convinti della possibilita pratica di rimuovere questo vincolo. Vorremmo form-
alizzarla definendo un sistema privo di vincoli e un algoritmo di conversion in forma 7-espansa,
che esiste gia al livello proposizionale. Sfortunatamente, questa generalizzazione porta a notevoli
complicazioni meta-teoriche.

Vorremo inoltre studiare la possibilita di mantenere tipi e termini impliciti nel nostro linguag-
gio e di ricostruirli automaticamente. Confidiamo sul fatto che risultati simili a quanto disponibili
in LF valgano anche in LLF.

7.2.2 TImplementazione

Uno dei nostro obiettivi prioritari & quello di costruire un’implementazione efficiente di LLF. In un
primo momento, implementeremo un interprete che combina le tecniche impiegate nella corrente
versione di Flf con le idee che abbiamo utilizzato nell’implementazione delle ultime versioni del
linguaggio di programmazione logica Lolli [CHP96]. Pid stimolante ed impegnativo & il tentativo
di definire un compilatore nello stile della Warren Abstract Machine (WAM). 1 lavori inizieranno
nei prossimi giorni e ci prospettiamo di raggiungere il nostro scopo entro la fine dell’anno.

7.2.3 Applicazioni

Contemporaneamente all'implementazione di LLF, intendiamo sviluppare ulteriori applicazioni
che mostrano le potenzialita del nostro linguaggio. Vorremo in particolare verificare se LLF ¢ in
grado di dare rappresentazioni effettive a sistemi intrinsecamente concorrenti o non-deterministici
quali linguaggi di programmazione o specifica paralleli e algoritmi basati su riscrittura quale
’unificazione.

Vorremo inoltre collaudare LI F su problemi di semantica contestuale e sistemi logici complessi.



CAPITOLO 7. CONCLUSIONI E SVILUPPI FUTURI 139

7.2.4 Oltre LLF

LLF & adeguato alla rappresentazione di formalismi che si basano pesantemente su una nozione di
stato che viene modificato al procedere della computazione. La possibilita di vedere LLF come un
linguaggio di programmazione logica permette di ottenere implementazioni compatte. Tuttavia, se
I’obiettivo principale & I'efficienza, conviene rappresentare lo stato con opportune strutture di dati
in un linguaggio di programmazione imperativo. Ovviamente, dovremmo implementare anche un
motore inferenziale, con il possibile effetto di rendere il programma risultante molto complesso.
Un promettente argomento di ricerca & la combinazione di questi due approcci: vorremo avere
un compilatore che trasformi codice LLF di alto livello in un linguaggio intermedio che offre le
strutture di dati solite di un linguaggio di programmazione imperativo, e le operazioni necessarie
per accedervi. In particolare, molte applicazioni usano il contesto lineare come strutture di tipo
vettore. Una volta riconosciuta una situazione di questo tipo, I'idea & di compilare parte del con-
testo come un vero vettore e le dichiarazioni che operano sulle singole assunzioni come operazioni
di accesso al vettore. Una soluzione positiva a questo problema avrebbe I'effetto da un lato di
migliorare 'efficienza di LLF e dall’altra di gettare nuova luce sulla connessione tra programmi
imperativi e dichiarativi.

Molte classi di dimostrazioni costruttive si possono rappresentare facilmente in LLF. In par-
ticolare, dimostrazioni induttive basate su oggetti ricorsivamente definiti sono comuni quando si
mettono in relazioni due formalismi (ad esempio tramite teoremi di correttezza e completezza).
Grazie agli algoritmi di ricostruzione dei termini, & spesso piu veloce codificare queste dimostrazioni
come programmi Flf o LLF che scriverle su carta. l.’idea & allora di avere uno strumento, chiam-
ato schema checker, che verifichi se I'insieme di clausole risultante € completo rispetto alle di-
chiarazioni del sistema formale rappresentato. Uno studio formale di queste problematiche nel
caso di FIf & stato intrappreso e i primi risultati sono descritti in [Roh96, PR96]. Nessuno studio
& ancora stato iniziato per il caso lineare sebbene darebbe origine a strumenti pratici altrettanto
utili.

Una volta verificata da uno schema checker, sarebbe utile che una dimostrazione codificata
come programma Flfo LLF potesse venire automaticamente trascritta nella notazione matematica
consueta. Uno strumento del genere, chiamato generatore di dimostrazione orientate all’uomo, &
desiderabile per due motivi: innanzitutto perché eviterebbe I’onere di trascrivere esplicitamente
dimostrazioni, il ché & cruciale per lunghe dimostrazioni contenenti centinaia di casi, in cui &
facilissimo fare errori di distrazione. In secondo luogo, il formato di output potrebbe essere
progettato in modo tale da diventare uno standard. Questo sarebbe perticolarmente utile se
LLF o una sua evoluzione prendesse piede nell’industria per applicazioni di larga scala, quale
la specifica della correttezza di compilatori per linguaggi di programmazione imperativi. Si &
tantato di includere strumenti ad hoc in Elf per ottenere traduzioni di clausole in regole di
deduzione per mezzo di IATEX, con un certo successo. Altri autori hanno prodotto dimostrazioni
semi-formali in linguaggio naturale partendo da specifiche formali. | risultati ottenuti sono stati
pia che soddisfacenti. L’applicazione di questi risultati al caso specifico di LLF non & ancora
stato intrappreso, sebbene sarebbe altamente utile.
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In un interprete per un comune linguaggio di programmazione logica, |'utente da una query
e si aspetta una risposta tramite sostituzioni a termine della computazione. Pertanto I'unita di
interazione ¢ la query. Le implementazioni concrete forniscono predicati di /O che permettono
all’'utente di interagire con la computazione durante I’elaborazione di una query. Sfortunatamente,
i predicati di I/O non hanno una semantica dichiarativa chiara. In questa tesi, abbiamo implicit-
amente adottato questo punto di vista parlando di LLF. Tuttavia, cido non & pienamente soddis-
facente: se raffiguriamo il contesto lineare come una rappresentazione dello stato del problema in
esame, ¢ sensato che 'utente abbi accesso alla computazione mentre lo stato viene trasformato. Si
supponga che si voglia modellare un gioco a due giocatori, gli scacchi ad esempio rappresentando
la scacchiera nel contesto lineare. Una volta calcolata un mossa, sarebbe opportuno che il sistema
si fermasse, permettesse all’'utente di accedere al contesto lineare (o almeno ad una sua parte) e
aspettasse la mossa dell’'utente. Questo non ¢ correntemente possibile. Questo comportamento
richiede un modello computazionale in cui il sistema e ["utente sono due processi concorrenti che
comunicano a precisi punti di sincronizzazione. Questa visioni si potrebbe ampliare vedendo i
singoli cammini in un albero di ricerca come processi interagenti. Sebbene tentante, questo mod-
ello di computazione apre numerosi interrogativi. Innanzitutto, impone pesanti restrizioni sulla
nozione di backtracking e in generale sulla strategia di risoluzione del non-determinismo disgi-
untivo: infatti, il backtracking non deve essere permesso dopo alcun punto di sincronizzazione in
quanto darebbe origine al backtracking di processi indipendenti (si pensi ad un programma che
fa una mossa a scacchi e poi cambia idea alcune giocate dopo). Pertanto, alcuni punti si scelta
devono essere definitivi. Secondo, dovremmo dare uno statuto logico alla nozione di punto di
sincronizzazione. Terzo, dobbiamo cambiare il nostro punto di vista sui proof-tree, attualmente
statici, in quello di un oggetto che evolve interagendo con altri processi.

Siamo orientati a pensare che questi ultimi problemi siano risolubili in un sistema che differerice
da LLF per la possibilita di avere pii di una formula o tipo nella conclusione di un giudizio.
Nell’ambito logico, sistemi di questo tipo sono gia stati studiati e hanno dato origine ai linguaggi
di programmazione logica Forum [Mil94] e Lygon [HW95]. Questioni di questo tipo sono state
studiate nella teoria dei tipi da Parigot. Investigazioni nella logica lineare sono state fatte da

Girard in [Gir91, Gir93].



Appendice A

Type Preservation for Mini-ML

In this appendix, we have collected the Elf code and the adequacy theorems for the meta-representation
example presented in Chapter 4.

A.1 FElf code for Mini-ML

In this section, we give the complete Elf code of the type preservation theorem for Mini-ML, presented in
Chapter 4. More precisely, we show the representation of the syntax of this language in A.1.1, the code of
its typing rules in A.1.2, the implementation of the continuation based evaluation procedure in A.1.3 and,
at least, the meta-representation of the type preservation theorem for this language in Subsection A.1.4.

A.1.1 Syntax

exp : type. Y‘iname exp EV
tp : type. Y‘iname tp T
instr : type. Y‘name instr I
cont : type. Y‘name cont K

% Expressions

z 1 exp.

] I exp —-> exp.

case : exp -> exp -> (exp -> exp) -> exp.
pair I exp -> exp —> exp.

fst : exp -> exp.

snd : exp -> exp.

lam : (exp -> exp) -> exp.
app . exp —> exp —> exp.

letval : exp -> (exp -> exp) -> exp.
letname : exp -> (exp -> exp) -> exp.
fix : (exp -> exp) -> exp.

141
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% Types

nat . tp.

cross : tp -> tp -> tp. %infix right 90 cross
arrow : tp -> tp -> tp. %infix right 100 arrow

% Instructions

eval : exp -> instr.
return : exp -> instr.

case* : exp -> exp -> (exp -> exp) -> instr.
pair* : exp -> exp -> instr.

fst* : exp -> instr.

sndx* : exp -> instr.

app* : exp -> exp —> instr.

% Continuations

init : cont.
- : cont -> (exp -> instr) -> cont. %infix left 80 -

A.1.2 Typing

tpe : exp -> tp -> type. %name tpe Te
tpi : instr -> tp -> type. %name tpi Ti
tpK : cont -> tp -> tp -> type. ‘%name tpK TK

%mode —-tpe +E *Te
%lex E

%mode —-tpi +I *Ti
%lex I

%mode —tpK +K *T1 *T2
%lex K

% Expressions

tpe_z . tpe z nat.
tpe_s : tpe (s E) nat

<- tpe E nat.
tpe_case : tpe (case E E1 E2) T
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<- tpe E nat

<- tpe E1 T
<- ({x:exp} tpe x nat -> tpe (E2 x) T).
tpe_pair : tpe (pair E1 E2) (T1 cross T2)

<- tpe E1 T1
<- tpe E2 T2.

tpe_fst : tpe (fst E) T1
<- tpe E (T1 cross T2).
tpe_snd : tpe (snd E) T2
<- tpe E (T1 cross T2).
tpe_lam : tpe (lam E) (T1 arrow T2)
<- ({x:exp} tpe x T1 -> tpe (E x) T2).
tpe_app : tpe (app E1 E2) T1

<- tpe E1 (T2 arrow T1)

<- tpe E2 T2.
tpe_letval : tpe (letval E1 E2) T2

<- tpe E1 T1

<- ({x:exp} tpe x T1 -> tpe (E2 x) T2).
tpe_letname : tpe (letname E1 E2) T

<- tpe (E2 E1) T.
tpe_fix : tpe (fix E) T

<- ({x:exp} tpe x T -> tpe (E x) T).

% Instructions

tpi_eval : tpi (eval E) T

<- tpe E T.
tpi_return : tpi (return V) T

<- tpe V T.
tpi_case* : tpi (casex V E1 E2) T

<- tpe V nat

<- tpe E1 T

<- ({x:exp} tpe x nat -> tpe (E2 x) T).
tpi_pair# : tpi (pair* V E) (T1 cross T2)

<- tpe VT1

<- tpe E T2.
tpi_fst* : tpi (fst* V) T1

<- tpe V (T1 cross T2).
tpi_sndx* : tpi (snd#* V) T2

<- tpe V (T1 cross T2).
tpi_app* : tpi (app* V E) T1

<- tpe V (T2 arrow T1)

<- tpe E T2.

% Continuations
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tpK_init : tpK init T T.
tpK_lam : tpK (K - I) T1 T2

({x:exp} tpe x T1 -> tpi (I x) T)
tpk K T T2.

A.1.3 Evaluation

ev : cont -> instr -> exp -> type. %name ev E

%mode -ev +C +I -A

%lex C

% Expressions

ev_z
ev_s
ev_case
ev_pair
ev_fst
ev_snd
ev_lam
ev_app
ev_letval
ev_letname

ev_fix

% Values

ev_init
ev_cont

ev K (eval z) A

<- ev K (return z) A.
ev K (eval (s E)) A

<- ev (K - [x:exp] return (s x)) (eval E) A.
ev K (eval (case E E1 E2)) A

<- ev (K - [x:exp] case* x E1 E2) (eval E) A.
ev K (eval (pair E1 E2)) A

<- ev (K - [x:exp] pair* x E2) (eval E1) A.
ev K (eval (fst E)) A

<- ev (K - [x:exp] fst* x) (eval E) A.
ev K (eval (snd E)) A

<- ev (K - [x:exp] snd* x) (eval E) A.

ev K (eval (lam E)) A

<- ev K (return (lam E)) A.

ev K (eval (app E1 E2)) A

<- ev (K - [x:exp] app* x E2) (eval E1) A.
ev K (eval (letval E1 E2)) A

<- ev (K - [x:exp] eval (E2 x)) (eval E1) A.
ev K (eval (letname E1 E2)) A

<- ev K (eval (E2 E1)) A.

ev K (eval (fix E)) A

<- ev K (eval (E (fix E))) A.

ev init (return V) V.
ev (K - I) (return V) A
<- ev K (I V) A.
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% Auxiliary instructions

ev_case*1 : ev K (casex z E1 E2) A

<- ev K (eval E1) A.
ev_case*2 : ev K (case*x (s V) E1 E2) A

<- ev K (eval (E2 V)) A.
ev_pair# : ev K (pair* V E) A

<- ev (K - [x:exp] return (pair V x)) (eval E) A.
ev_fst* : ev K (fst* (pair V1 V2)) A

<- ev K (return V1) A.
ev_sndx* : ev K (snd* (pair V1 Vv2)) A

<- ev K (return V2) A.
ev_app* : ev K (app* (lam E1) E2) A

<- ev (K - [x:exp] eval (E1l x)) (eval E2) A.

A.1.4 Type Preservation

pr : evKIA->tpi IT->tpKKTT" -> tpe A T" -> type.

%mode -pr +E +Ti +TK -Ta
Y%lex E

% Expressions

pr-ev_z : pr (ev_z E) (tpi_eval tpe_z) TK Ta
<- pr E (tpi_return tpe_z) TK Ta.
pr-ev_s : pr (ev_s E) (tpi_eval (tpe_s Te)) TK Ta
<- pr E

(tpi_eval Te)
(tpK_lam TK [x][t:tpe x nat] tpi_return (tpe_s t))

Ta.
pr-ev_case : pr (ev_case E) (tpi_eval (tpe_case Te’” Te” Te)) TK Ta
<- pr E

(tpi_eval Te)
(tpK_lam TK [x][t:tpe x nat] tpi_case* Te’’ Te’ t)

Ta.
pr-ev_pair : pr (ev_pair E) (tpi_eval (tpe_pair Te’” Te’)) TK Ta
<- pr E

(tpi_eval Te”)
(tpK_lam TK [x][t:tpe x T"] tpi_pair* Te’~ t)

Ta.
pr-ev_fst : pr (ev_fst E) (tpi_eval (tpe_fst Te)) TK Ta
<- pr E

(tpi_eval Te)
(tpK_lam TK [x][t:tpe x (T’ cross T-°")] tpi_fst* t)
Ta.
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pr-ev_snd : pr (ev_snd E) (tpi_eval (tpe_snd Te)) TK Ta
<- pr E
(tpi_eval Te)
(tpK_lam TK [x][t:tpe x (T* cross T°“)] tpi_snd* t)

Ta.
pr-ev_lam : pr (ev_lam E) (tpi_eval (tpe_lam Te)) TK Ta
<- pr E (tpi_return (tpe_lam Te)) TK Ta.
pr—ev_app : pr (ev_app E) (tpi_eval (tpe_app Te’” Te”)) TK Ta
<- pr E

(tpi_eval Te”)
(tpK_lam TK [x][t:tpe x (T“ arrow T ")]tpi_app* Te’” t)

Ta.
pr-ev_letval : pr (ev_letval E) (tpi_eval (tpe_letval Te’” Te’)) TK Ta
<- pr E

(tpi_eval Te”)
(tpK_lam TK [x][t:tpe x T°] tpi_eval (Te’” x t))
Ta.
pr—ev_letname : pr (ev_letname E) (tpi_eval (tpe_letname Te)) TK Ta
<- pr E (tpi_eval Te) TK Ta.
pr-ev_fix : {Te:{x} tpe x T -> tpe (X x) T}
pr (ev_fix E) (tpi_eval (tpe_fix Te)) TK Ta
<- pr E (tpi_eval (Te (fix X) (tpe_fix Te))) TK Ta.

% Values
pr-ev_init : pr ev_init (tpi_return Tv) tpK_init Tv.
pr-ev_cont : {Tv: tpe V T}

pr (ev_cont E) (tpi_return Tv) (tpK_lam TK Ti) Ta
<- pr E (Ti V Tv) TK Ta.

% Auxiliary instructions

pr-ev_case*1 : pr (ev_case*l E) (tpi_casex Te’” Te’ tpe_z) TK Ta
<- pr E (tpi_eval Te’) TK Ta.
pr-ev_case*2 : {Tv: tpe V nat}

pr (ev_case*2 E) (tpi_case* Te’” Te’ (tpe_s Tv)) TK Ta
<- pr E (tpi_eval (Te’” V Tv)) TK Ta.
pr-ev_pair# : pr (ev_pair* E) (tpi_pair* Te Tv) TK Ta
<- pr E
(tpi_eval Te)
(tpK_lam TK [x][t:tpe x T“’]tpi_return (tpe_pair t Tv))
Ta.
pr-ev_fst* : pr (ev_fst* E) (tpi_fst* (tpe_pair Tv’” Tv’)) TK Ta
<- pr E (tpi_return Tv’) TK Ta.
pr-ev_snd# : pr (ev_snd* E) (tpi_snd* (tpe_pair Tv’’ Tv’)) TK Ta
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<- pr E (tpi_return Tv’“) TK Ta.
pr-ev_app* : pr (ev_app* E) (tpi_app* Te’” (tpe_lam Te”)) TK Ta
<- pr E
(tpi_eval Te” ")
(tpK_lam TK [x][t:tpe x T°’] tpi_eval (Te” x t))
Ta.

A.2 Adequacy Theorems

In this section, we have collected all the adequacy theorems for the meta-representation of Mini-ML. We
do not show the proofs. Here, X is the signature displayed in Section A.1.

A.2.1 Syntax

Adequacy theorem A.1 (Mini-ML ezpressions)

There is a compositional bijection ™ 7 between Mini-ML expression with free variables among z1, ..., z,
and canonical LF objects M such that the judgment

Ti:exp,...,zn:explby M {} exp

is derivable. O

Adequacy theorem A.2 (Mini-ML types)
There is a compositional bijection ™7 between Mini-ML types and canonical LF objects M such that

kg M A tp

s derivable O

Adequacy theorem A.3 (Mini-ML instructions)

There is a compositional bijection ™ 7 between Mini-ML instructions with free variables among x+, . .., x,
and canonical LF objects M such that the judgment

T1:exp,...,Tp:expky M {} instr

is derivable. O

Adequacy theorem A.4 (Mini-ML continuations)

There 1s a compositional bijection "7 between Mini-ML continuations with free variables among
x1,...,2xn and canonical LF objects M such that the judgment

Ti:exp,..., T, expty M 1 cont

1s dertvable. |
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A.2.2 Typing

Adequacy theorem A.5 (Mini-ML expression typing)

Given a Mini-ML expression e and a type T, there is a compositional bijection ™ 7 between derivations

of

BUITL, BTy o e T
and LF objects M such that
r1:exp, co., By, exp, LLF A/ 4 tpe Fed 0
ti:tpe ©y ", ..., t,tpe x, TT,” z frtpe e T
1s derivable. a

Adequacy theorem A.6 (Mini-ML instruction typing)

Given a Mini-ML instruction ¢ and a type T, there is a compositional bijection ™7 between derivations

of

T1iTl, . T F i T
and LF objects M such that
z1:exp, ..., T exp, LIP A ftpi g7 T
ti:tpe 1 "M, ..., thitpe z, T > frepi T T
1s derivable. a

Adequacy theorem A.7 (Mini-ML continuation typing)

Given a closed Mini-ML continuation K and types T and 7', there is a compositional bijection ™7
between derivations of
FCOK =7
and LF objects M such that
B My tpk TKT T M7
1s derivable. O

A.2.3 Evaluation

Adequacy theorem A.8 (Mini-ML evaluation)

Given a closed Mini-ML continuation K, a closed instruction i, a closed expression v, there is a
composttional bijection "7 between derivations of

KFisuw

and LF objects M such that
B M fyev TKT M0 Ty?

15 dertvable. O
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A.2.4 Type Preservation

Adequacy theorem A.9 (Mini-ML type preservation)

Given a closed Mini-MI continuation K, a closed instruction i, a closed expression v, types T and
7!, LF objects E, T; and Tk such that the judgments

FE Efrev TKT M7 My

SR Ty frtpi Ti0 T

“FY T ptpk TKT T 0
are derivable, there exist LF objects T' and M such that

HY T tpe T T

and
B M Apypr TKY T T T T BT Tk T

15 dertvable. |
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Appendice B

Proofs from Chapter 5

In this appendix, we collect all the properties needed to support the statements in Chapter 5. We describe
how to prove these properties, but we do not go in very deep details in most cases. The main reason
for this choice is that the deductive systems in Chapter 5, which judgments these properties relate, are
defined by so many rules of inference that a detailed treatment would add several hundred pages to this
dissertation.

The numbering of sections and of statements corresponds to the sectioning of Chapter 5, and to the
numbering of lemmas and theorems there.

B.1 Language

There are no properties to prove from section 5.1.

B.2 Basic Operations

In this section, we describe the properties that relate the entities presented in Section 5.2, namely sequence
concatenation, free variables, substitutions, context splitting and the functions --+ and ... that permit
to access the intuitionistic and linear part of the context respectively.

——~

We first describe some properties of the functions -+ and ---

Lemma 5.2.1 (Properties of the intuitionistic and the linear part)

U =1, ¥ =V and %ZEI'.
Proof.
By induction on the structure of ¥ and inversion on the definition of -+ and _— o

Lemma 5.2.2 (Intuitionistic/linear part distributes over context concatenation)

J— ——

VU =09 and O, 0 =T

)

—~

/.

)
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By induction on the structure of ¥’ and inversion on definition of -+ and - , respectively. o

The following lemmas concern the properties of substitution in relation to the operations of context

o~

concatenation, the notion of free variable, and the functions -+ and - --

Lemma 5.2.3 (Substitution respects syntactic categories)

If M, P, A, K and ¥ are an object, a type family, a type, a kind and a context, respectively, then
[N/z]M, [N/z]P, [N/z]A, [N/z]K and [N/z]¥ are, respectively, an object, a type family, a type, a kind
and a contert.

Proof.
By induction on the structure of M, P, A, K and ¥, keeping in mind that N is always an object level
term. o

Lemma 5.2.4 (Substitution distributes over contexrt concatenation)
[N/z](¥, V') = [N/z]¥, [N/z] ¥’
Proof.

By induction on the structure of ¥’ and inversion on the definition of substitution for contexts. o

Lemma 5.2.5 (Substitution distributes over the intuitionistic/linear part)
[N/2]¥ = [N/2] and [N/z]¥ = [N/2]%

Proof.
By induction on the structure of ¥. o

Lemma 5.2.6 (Substitution for variables non appearing in a term)
If # € FV(U), then [N/2]U = U.

Proof.
By induction on the structure of U. o

Lemma 5.2.7 (Nested substitutions)
If y € FV(N), then [N/z]([M/y]U) = [([N/z]M)/y]([N/2]U).
Proof.

We proceed by induction on the structure of U. All cases are trivial except the base case in which U
is the variable . We have indeed:

[N/z]([M/ylz) = [N/z]z by definition of substitution
=N by definition of substitution
= [([N/=]M )/ y|N by the previous lemma since y ¢ FV(N)

([N/z]M)/y|([N/z]z) by definition of substitution o
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Lemma 5.2.8 (Substitutions and free variables)
FV([N/z]U) CFV(N)U(FV(U) \ {z}).
Proof.
By induction on the structure of U. o

Finally, we state the main properties of context splitting. The first two lemmas describe how con-
catenation interacts with splitting. The corollary shows how individual assumptions in the context are
manipulated by this judgment, depending on whether they are intuitionistic or linear.

Lemma 5.2.9 (Concatenation and splitting)

If C W W = W X Uy, then ¥ = U\ U and Uy = U, U with ' :: ¥ = ¥, X ¥, and
C W = W WY,

Proof.

By induction on the structure of ¥ and inversion on the derivation C. o

Corollary 5.2.10 (Concatenation and splitting)

i If C oWz AW =Wy X Uy, then Wy = W\ 2 AV and ¥y = W, z: A VY with C' .. ¥ =
W) XU and C W = U X WY,

i, If C W 2T AW = Uy X Wy, then either Wy = U 2T A W/ and Wy = W, W or Uy = ¥} U}
and Uy = WY 2 A WY with C' =V =W, XU, and C" . ¥ = U] X ¥/,

Proof.
Apply the previous lemmaon ¥, z:: A and ¥" and then proceed by inversion on the resulting derivation
concerning W',z 1 A. o

Lemma 5.2.11 (Concatenation of split contexts)
If ¢ W =W )W, and C' U = W) MUY, then C U U = W) T XU, T,
Proof.
By induction on C”. o

Next, two lemmas that connect context splitting with substitutions and the concept of free variable.

Lemma 5.2.12 (Splitting and substitution)
If C::0 =W XU then CN :: [N/z]¥ = [N/z]¥ X [N/z]¥".
Proof.
By induction on C. il

Lemma 5.2.13 (Splitting and free variables)
If C:0 =0 XU then FV(¥) = FV(¥)UFV(¥") and dom ¥ = dom ¥ Udom ¥".
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Proof.
By induction on C. o
Finally, we present a lemma that describe how assumptions are distributed by the context splitting

judgment.

Lemma 5.2.14 (Splitting and the intuitionistic/linear part)
If C.:U =V XU’ then
i. dom ¥ = dom ¥/ = dom ¥";
ii. dom ¥ N dom ¥/ = o.
Proof.
By induction on C. o

Corollary 5.2.15 (Splitting and the intuitionistic/linear part)

LI CoU =W XY, then W =V =T;
u. If C U= U K W then ¥' NV = .,
Proof.

i. Since ¥ is intuitionistic, so are ¥/ and ¥”. Therefore, by the previous lemma dom ¥ = dom ¥ =
dom ¥. Consequently, ¥ = ¥ = ¥”,

1. Similarly, since ¥ does not contain intuitionistic assumptions, the same property holds for ¥’ and
W', Therefore, by the previous lemma, dom ¥ N dom ¥ = @&. Consequently, ¥/ N ¥ = ., o

B.3 Pre-canonical Forms

This section contains the proofs of the statements presented in Section 5.3, as well as properties of minor
importance, but nonetheless needed in those statements.

B.3.1 Presentation

There is nothing to prove from Section 5.3.1.

B.3.2 Equational Theory

In this section, we present the proofs of the statements concerning the definitional equality of LLF presen-
ted in Subsection 5.3.2.

We start with a series of minor lemmas about the equational theory. We will use them in proofs in
the following sections. First, all relations involved in the definitional equality are reflexive.

Lemma 5.3.1 (Reflexivity)

For every term U the following judgments are derivable:
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. If U — U,

w. If U —* U,

w. If U=U.
Proof.

We prove (i) by induction on the structure of U. The remaining statements are then trivial. g

Next, a technical lemma stating that new free variables are not produced during reduction.

Lemma 5.3.2 (Free variables and reduction)
If either R ::U — V or R =:U —* V, then FV(U) CFV(V).

Proof.
We proceed by induction on the structure of R. o
The next lemmas serve the purpose of extending the inversion principle that applies to — to its

transitive closure —* and to the equivalence relation = .

Lemma 5.3.3 (Definitional equality is a congruence)

Let ~ be one of = and —*. If R: M ~M', R:A~A or R: K~ K', then it is possible to

construct derivations R' for

i. (M,N)~ (M' N}, FST M ~ wsT M', SND M ~ sND M,
<N:M>N<N)Ml>a
Ae:A.M~MXz: A" M, M N~ M'"N, Ae:A.M~Xe:A'.M, MN~M'N,
Ae:A.M~Xz: A M, N'"M~N M, Ae:A.M~Xz:A M, NM~N M,

. AM~ A" M, A& B~ A"& B, A—-oB~ A —B, Mz:A.B~Tz: A" B,
AM ~ A M, B& A~ B& A, B—oA~ B-—oA, Mz:B.A~Tlz:B. A,

wi. e A K ~1lz: A" K,
z: A K ~Ilz: A K'.
Proof.

We first prove the lemma for —*. We proceed by induction on the structure of R. When analyzing the
base rules for transitivity, or* r, fr* r and fr* _r, we use reflexivity and apply the appropriate congruence
rule from Figure 5.4 to the premiss, obtain the desired conclusion, and then apply again the suitable base
rule.

The treatment of = is similar, but this time we connect with the transitive closure relation by means
of the property we have just proved for it. o

Corollary 5.3.4 (Definitional equality is a congruence)
Let ~ be one of = and —*. If Ry =M~ M, Ry : N~N', Ry A~A, Rp::B~PB
and Ry :: K ~ K', then it is possible to construct derivations R for
i. (M,N)~ (M' /N, FST M ~ ¥sT M/, SND M ~ sND M/,
Az A M~z A M', M"N ~ M'"N', Az AM~Xe:AAM', MN~ M N
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it. AN ~A N, A& B~ A& B, A—-oB~A —oB, Mz:A.B~Tlz:A". B,
wi. Mx: A K ~Tlz: A" K'.

Proof.
We use the lemma above to reduce one subterm of a binary construct at a time and then chain the
resulting derivations by means of transitivity. o

Lemma 5.3.5 (Definitional equality is invertible)
Let ~ be one of = and —*. If any of the following judgments is derivable
i. (M,N)~(M' N,  Ax:A M~ e: A M, Ae:A. M~ Xx:A'. M’
i, AN~A N, A& B~ A& B, A—-oB~A —B, Mz:A.B~1Ilz:A". B,
wi. Ma:A. K ~Tlz: A" K’

then it is possible to construct derivations for M ~ M', N~ N', A~ A’, B~ B and K ~ K'.

Proof.
We proceed as in the proof of lemma 5.3.3, but this time we apply inversion when we reach the base
case for the transitivity rule. o

Notice that in the above lemma, the hypothesis concerning the level of objects only mentions con-
structors. Indeed, the rules for f-conversion prevent this statement from holding in the case of destructors.

Lemma 5.3.6 (Shape of equivalent types)
Let ~ be one of = and —*.
t. Ifa~U orU~a, thenU = a;
w. If T~UorU~T, thenU =T;
iti. f A& B~U orU~ A&B, thenU = A' & B,
w. IfA—oB~UorU~A—oB, thenU = A' - B';
v. IfTlz:A.B~U orU ~Tz:A. B, then U =Tlz: A'". B';
vi. Iflle:A.K~U orlU~Tlz:A. K, then U =1lz: A" K'.
Proof.

We proceed exactly as in the previous lemma: by induction on the structure of the derivation in the
hypothesis, and inversion in the base case. o

We now turn our attention to the Church-Rosser theorem. Its proof requires a number of lemmas.
We parallel the detailed proof given in [Pfe99]. However, the richer syntax of LLF leads to an explosion
in the number of cases to analyze.

Lemma 5.3.7 (Substitution and reduction)

Assume that there exist a derivation for N — N'. Then,
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i.if R:U — U, then R' ::[N/z)U — [N'/z]U’;
it. if Ra:U —* U, then R' :: [N/2)U —* [N'/z]U’;
it. if R =U=U', then R' :: [N/«]U = [N'/x]U".

Proof.

We proceed by induction on R. The only non-trivial cases concern rules or_beta_lin and or_beta_int.
We will expand the treatment of the first.

R1 RQ
My — M{ My — Mj]

(Ay: A. My) "My — [M3/y]M]

with U:(S\y:A.Ml)AMg and U’ = [M}/y|M].
y o [N/x]My — [N'/z]M{ by induction hypothesis on R1,
4 i [N/e]My — [N'/z]M] by induction hypothesis on R,
R' = [N/z]((Ay: A My) " My) — by rule or_beta_lin on R and R, and definition
[([N'/x]M3)/yl([N'/ =] M]) of substitution,
[([N'/2)M3)/y)([N']e] M]) = by lemma 5.2.7 since y is local to M7 (and to M7)
[N'/z]([M}/y| M]) and therefore y ¢ FV(N). o

Lemma 5.3.8 (Diamond property)
If R 2w U — U and R" :: U — U", then there is a term V such that

U
7 \7< R* U — V and R** =:U" — V.
U/ U//

Proof.

We proceed by induction on the structure of U and by simultaneous inversion on R’ and R"”. The
cases involving kinds, types, type families, object constructors and object constants or variables are trivial
since they determine the last rule applied in R’ and R'’.

The cases in which the topmost operator in U is a destructor are slightly more complex since two
rules are applicable, leading to a total of four cases to analyze. We consider the situation in which U is a
term of the form M "NN. The cases of the other destructors are treated similarly.

Let U = M; " M>. By inversion on the rules in Figure 5.4, a derivation of a judgment having this term
as its left-hand side can only result from the application of rules or_lapp or or_beta lin. Therefore, we
have four combined case for R’ and R".

or_lapp,or_ lapp
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R} R, R R
My — M{ My — M} My — M{" My — MY
RI = or_lapp and R” = or_lapp
My "My — M| M} My "My — M| MY

with U'= M/ "M} and U" = M!'"M}.

We can apply the induction hypothesis to the premisses of these rules, completing the following

diagrams:
M, M,
/ 1" ! "
Mj M M, M,
Ry RY Ry LR
EN » EN »
Ny Ny

Now, we apply rule or_lapp again to the derivations RY and R} of M{ — N; and M) — N,
respectively to obtain a derivation R* of M{"Mj — N; " Nj. Similarly we get a derivation R**
of M{'"M} — N; " Ns. In this way, we have completed the following diagram, where the notation
for derivations should be obvious.

My~ M,

’R':or_lapp(R'”R'z’)/ \Tf”:or_lapp(?l'l',’flg)

MM MMy

R*:or_lapp(R;,’R;;.).'-. _-'.’I.Q.”zor_lapp(R;*,’R;*)
e
Ny "Ny

or_lapp,or_beta lin ‘
Ry R, RY RY
Xz A My — M My — M} My, — M My, — MY
R =— and R =—
(Az:A. M) "My — M'"M; (Az:A. M) My — [M)/z]M]

with U = (Az:A. M) "My, U'=M' "M} and U" = [M}/x]M!'.

By inversion on rule or llam for R, we have that M’ = Az A M{. Moreover, there exist a
derivation R} of My — M]. Therefore, we can apply the induction hypothesis and complete the

following diagrams:
My M,
SN
M{ M{I /

"
M, M,
73'1'.'2 .".72'1'* 72;"~, .~"72;*
‘A » ‘A »

N1 N2
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The substitution lemma 5.3.7 entails that there exist a derivation R** for the judgment [M{'/z] M’
— [N3/z]N;y. In order to derive this term from the left side of the diamond, simply apply rule
or_llam to make M{ and N; functional, and then use the f-reduction rule to obtain the desired
judgment. We have the following diagram:

/\CL‘ A M1
'zor_lapp(or_1llam(R}),RS) \ =or_beta_lin(R{ RY)
(Al‘ A/ M/ MII/ ]M//
'R*:or_beta_lin(R;,'Rz) - .~':R**
e
[Ny/z]N
‘ or_beta_lin,or lapp ‘ Similar
‘ or_beta_lin,or_beta_lin ‘
R RS RY RY
My —s M! M, — M} My — M{" My — My
R =— and R =—
(Az:A.My) "My — [M4/z]M] (Az:A.My) My — [MY/z]M]’

with U = (Az:A. My) My, U' = [M}/a]M] and U" = [M4/x]M].

By induction hypothesis, we obtain the same diagrams as in the previous cases. We refer to the
names displayed there. By the substitution lemma 5.3.7, we obtain two derivations R* and R** for
the judgments [M}/2]M{ — [Na/z]Ny and [MY /x]M{' —> [N2/x]N; respectively. This achieves
our purposes, as shown by the following diagram

)\I A. M1
r' =or_beta_lin( RI,R / \\”—or _beta_lin ’R']',’R”)
[M3/ ] M1 ”/ MY
72*'2,. .._.;RH
‘« »
[No/2] N, .

Lemma 5.3.9 (Strip lemma)
If R wU — U and R"” :: U —* U", then there is a term V such that

U
‘7 \7<\ R* U —* Vand R* :U" — V.
U/ U//

Proof.
. p By induction on the structure of R”. In the base case, we apply the diamond
R*"., LR property. 7
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Lemma 5.3.10 (Confluence)
If R :U —* U and R" :: U —* U”, then there is a term V such that

U
,7 \R\'; R* U —* Vand R* =U" —* V.
U/ U//

Proof.
. . By induction on the structure of R’. In the base case, we apply the strip lemma.
R, R The other cases are trivial. i
o
v

Theorem 5.3.11 (Church-Rosser)

U’ R v If R U = U", then there is a term V such that R* :: U’ —* V and
N R* = U" —* V.
R* R
“ 2
Proof.
By induction on the structure of R. In the two base cases, we apply the reflexivity lemma and
confluence. o

B.3.3 Fundamental Properties

In this subsection, we give the proofs of the results presented in Section 5.3.3. We first provide a sketch
of the proof of the free variables lemma.

Lemma 5.3.12 (Free variables)
i If PuWhks ULV, then FV(U) C dom ¥ and FV(V) C dom ¥;
. If PuUby ULV or Pty U Ctr, then FV(¥) C dom ¥;
wi. If PuVUbs UMV oor Pubs U Ctz or P b X4 Sig, then FV(X) = &;
w. If PV iAW ks UMV or Piubs W, ziA, W Ctz, then FV(A)UFV(¥) C dom V.
Proof.

We proceed by induction on the structure of P. The four parts of this statement all depend on each
other, leading to a total number of 112 cases to analyze, or just 31 if we combine the conclusions of all
the individual parts.

Many of these cases are trivial and rely on simple properties of the set-theoretic operations used in
the definition of the concept of free variable and domain. Other cases require properties that we proved
in Section B.2. As an example, we treat the case of rule opa_lapp; all other cases are simpler.

If rule opa_lapp has been applied, then P has the following shape, where the context in the conclusion
has been written in the format needed for item (iv):

P P C

\Iflr_g MJ,Bl—OBQ Wg"gNﬁ‘Bl \I’I\Iflbqqu
P =

opa_lapp

U, 23A, 0" by M'N | B,
N— ——
T



APPENDICE B. PROOFS FROM CHAPTER 5 161

i. By induction hypothesis on Py, FV(B; —o By) C dom ¥;. By definition, FV(By) C FV(B; —o Bs).
By lemma 5.2.14, dom Wy = dom W. Therefore, FV(By) C dom V.

By induction hypothesis on P; we have also that FV(M) C dom ¥;. Moreover, by induction
hypothesis on Pz, FV(N) C dom ¥5. By definition, FV(M "N) = FV(M) UFV(N). Finally, by
lemma 5.2.13, dom ¥ = dom ¥; U dom ¥y. Therefore, FV(M "N) C dom ¥.

. By induction hypothesis, FV(¥;) C dom ¥y and FV(¥5) C dom ¥5. By lemma 5.2.14, dom_@ =
dom ¥y = dom ¥5. By lemma 5.2.13, FV(¥) = FV(¥) UFV(¥3). Therefore FV(¥) C dom .

iti. By induction hypothesis on either Py or Py, we have that FV(Z) = &.

1w. We have two case to analyze depending on whether 2 is linear or intuitionistic.

(a) If 2 is intuitionistic, then by corollary 5.2.10 we have that ¥ = U{ z: A, ¥ and ¥y = ¥}, z:
A, WY with W = W, X W, and " = W/ 04 W,
By induction hypothesis, FV(A4) C dom\Il_’1 and FV(A) C dom\Il_’Q. However, by lemma 5.2.14,
dom ¥’ = dom\Il_’1 = dom \Il_’2 Therefore FV(A) C dom W'.
Moreover, FV(¥)) C dom ¥} (= dom ¥') and FV(¥) C dom ¥}, (= dom ¥). By lemma
5.2.13, FV(¥') = FV(¥)}) U FV(¥,). Therefore, FV(¥') C dom ¥'.

(b) Tf z is linear, corollary 5.2.10 leads us to distinguishing two further subcases, that are handled
similarly to the intuitionistic case just described. o

The following two lemmas state properties of pre-canonical contexts. They are needed in the devel-
opment of some of the proofs below.
Lemma 5.3.13 (Intuitionistic context)
i. If Pubs U4 Ctr, then P’ ks Vgt Ctr;
it. If Pubys U4 Ctrand S:: 0 =W XU, then P’ ity W 4 Ctz and P" ::Fg V" f Cix.

Proof.
By induction on P. In (ii), we rely on the fact that W = W/ = ¥’/ by corollary 5.2.15. o

Lemma 5.3.14 (Types in the context)
If Pubs U x5 AW f Ctr, then P' 2 W ks Af TYPE.

Proof.
By induction on the structure of ¥’. o

We now consider the structural properties of LLF, namely permutation and weakening.

Lemma 5.3.15 (Structural properties)

Permutation:
i If P oUW AW by ULV and P W by A f TYPE, then P = U,z AW W' by
UV,

i, If Poby U0 20A U 4 Ctr and P" 2 W by, Af TYPE, then P by U 23 A W U 4 Ctz.
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Weakening:
If P'2Wky ULV and P" kg U U 4 Ctz, then P W U by U fLV.

Proof.

We proceed by simultaneous induction on the structure of P’ and, in the case of permutation, on the
length of ¥"'. We also consider P” smaller than any subderivation in P’ at the moment of applying the
induction hypothesis.

Permutation

The proof is complicated by the rules that require the context to be intuitionistic and by the need to
deal with context splitting. These cases are handled by the lemmas in Section B.2. The base case for (i7)
is complicated by the fact that it relies on weakening. We first show one relatively simple case.

P R P}
\IJ,\I//,IZAZA, ! f—g M ﬁ‘ By Bi =By \Il,‘ll’,x:?A,\Il” l‘z By ﬁ‘TYPE

U 25 A0 by M By

with U =M and V = B;.

P oW, xiAY ¥y M By by induction hypothesis on P},
U U 2i AW =T W 2 A W7 by lemma 5.2.2,
Py =W,z AW Wy By TYPE by induction hypothesis on P4,
W iAW W =W iAW W by lemma 5.2.2,
P U ziAV ¥y M4 By by rule opc_eq on Py, R and Ps.
¥’ = .|| With an auxiliary induction on the length of ¥/  we prove that if P’ :: by U, ¥ z:A 4 Ciz,

then P ks U, 22 A W 4 Ctz. There are two cases to analyze.

¢ VW =. Then P =P

e U/ = ¥* y: B. By inversion, we have the following derivation for P’, where the rules applied
can be either cp_int or ¢p_lin, depending on whether z and y are intuitionistic or linear.

Pr Ph
Fx U, 0* 4 Ctz U, ¥* by B f TYPE P,
Fs @, 9% y:B 1 Cizx ¥ U* y:BFyx AfTYPE

P =
Fs O, 0% yiB z A Clz

An application of lemma 5.3.13 to P’* enables us to obtain a derivation of Fy W, U* 4 Ctz
that we use to derive ¥, ¥* Fy A ft TYPE by weakening on hypothesis P”. We can now
apply the appropriate context formation rule to this derivation and P’* in order to produce a
derivation P** of by U, U* 27 A4 Citr.

We now apply the induction hypothesis on P** and get a derivation P* of Fy W 2z :
TA U @ Clr.
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Now we need a derivation Pg of ¥, 22 A, U* by, B f TYPE. In order to obtain it, we apply
weakening to Pp and P** and get a derivation of ¥, U* 24 s B ff TYPE. Now, we can
apply the induction hypothesis on this derivation in order to obtain Pp.

By applying the appropriate context rule on P* and Ppg, we obtain the desired derivation P
of Fx U,z A U* y: B f Ctz.

Weakening

The only non-trivial cases concern rules opc_llam and opc_ilam, for which we need permutation in
order to move the assumption made by these rules back to the end of the context after weakening. In those
cases, we need to run an auxiliary induction in order to have permutation go in the desired direction. We
also rely on lemmas 5.2.1 and 5.2.2 in the rules characterized by a strictly intuitionistic context. o

Corollary 5.3.16 (Reverse permutation)

i Af Pzt AW W Fy UALV and P U, U by A f TYPE, then P W W 2 A ¥ by

UV,
i, If P'oby Uz AV O 4 Ctx and P" :: O,V Fy A f TYPE, then P by U U z:
TAY f Cla.
Proof.
By induction on the structure of W’. o

The flattening lemma below is not properly needed for the proofs in this appendix, but is important
for adapting the adequacy theorem of an object language so that the encoding in LLF' results correct even
for complex linearity patterns.

Lemma 5.3.17 (Flattening)
If PuVW,z AW s MALB, then P' 2V, z: AV Fy M fi} B.
Proof.
By induction on the structure of P. o

Next, we consider the transitivity lemmas and consistency. As we said in Chapter 5, the order in which
these results are presented is critical since linear transitivity depends on consistency, which depends on
intuitionistic transitivity.

Lemma 5.3.18 (Intuitionistic transitivity)
i.If Py =W kg N f Aand P = Uz : AW by UfLV, then P 0 U, [N/z]¥V kg
[N/z)U fi [N/=]V;
ii. If Py Wks NftAand P ks U x: A W f Ctr, then P' itk U, [N/z]¥ # Ctz.

Proof.

We proceed by induction on the structure of P. We limit the presentation to a number of interesting
cases.
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opc.a

P o

7)/

P1

U 2 AV by MLP
- opc._a

Uz AW ks Mt P

with U =M and V = P.
¥ [N/z|¥' Fs [N/z]M L [N/z]P by induction hypothesis on Py,
[N/z] P is a type family by lemma 5.2.3,
2 U [N/z]¥' by [N/2]M 1 [N/z]P by rule opc_a on Pj.
Py R P
» U z: AU by MfB By =By VU, x:A Uy By TYPE
= opc_eq

with
Py
R =
Py

P!

W z: AV s M1 By

U=M and V = B,.

¥ [N/z]¥' Fx [N/z]M 1 [N/z]B; by induction hypothesis on Py,

[N/z]By = [N/z]Bs by the substitution lemma and reflexivity,

W [N/z]V' by [N/z]Bs ft TYPE by induction hypothesis on Py and lemma 5.2.2,
DU [N/z|¥ by [N/2]M 4 [N/z] B by rule opc_eq on P, R’ and P5.

We must distinguish three cases depending on whether the variable y mentioned by this

rule is declared in ¥, is z itself, or is declared in W¥’.

Py
Fs W, 2: A U 4 Ctz

Then P = opa_ivar
U AV ks 2l A

with U =z, V = A and the context being intuitionistic.

By induction hypothesis on Pi, there exist a derivation of Fy ¥, [N/z]¥ ft Ctz. We can
then apply weakening on Py and obtain a derivation P; of ¥, [N/z]¥ Fy, N f A. By
rule opa_c, we get a derivation P’ of ¥, [N/z]¥' Fy N | A. By the free variables lemma,
FV(A) C dom V. Thus, z ¢ FV(A) and, by lemma 5.2.6, [N/z]A = A.
Py
Fs U* y: B, U** z: A U f Ctz

y € dom ¥ | Then P = opa_ivar
U* y: B U z: AWty yl B

with W =W* y: B, U** [ =y, V =B and the context being intuitionistic.

By induction hypothesis on Py, there exist a derivation P; of by, ¥ y: B, ¥** [N/z]¥' 4 Ctz.
Then, by rule opa_ivar, we get the desired derivation P’ of ¥* y: B, ¥** [N/z]¥’'ty y | B.
Now, simply observe that, by definition of substitution, [N/z]y = y and, similarly to the
previous case [N/z]B = B.
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P1
Fs W, z: A U* y: B, U** 4 Ctz

L) yEdOI’H U’ | Then P = opa_ivar
_ U z: AU y:BU** |y yl B

with ¥/ =¥* y: B, ¥** [ =y, V =B and the context being intuitionistic.

By applying the induction hypothesis on Pi, there exist a derivation of the judgment P; of
Fs W, [N/z]U* y:[N/z]B,[N/z]¥** f Ctz. By definition of substitution, [N/z]y = y. By
rule opa_ivar, we obtain the desired derivation P’ of U, [N/x]U* y:[N/x]|B, [N/x]¥** Fx
y+[N/x]B.

P P
\I/,$ZA,\I/I}—E 1M247Hy:Bl.BQ \I’,I:A,\I/"—E Ml‘ﬂ‘Bl

P= T
U, 2 A,V by My My | [My/y]Be

With U = Mg le and V = [Ml/y]BQ.

Py o U [N/z|¥ by by induction hypothesis on P; and definition of
[N/e]Ms | Ty :[N/z]By.[N/z]Bs substitution,
PL =W [N/2]V' s [N/z]M; f [N/z] By by induction hypothesis on Ps,
[([N/x]M1)/y]([N/x]B2) = by lemma 5.2.7 since y ¢ FV (V) by construction,
[N/x]([M1/y] B2)
PV [Nz by by rule op_iapp on Pjand Pj.
[N/x](My My) { [N/2)([M1/y]Ba) o

Lemma 5.3.19 (Consistency)
i. If PuWhky M#LA, then P' U by AfTYPE;
ii. If PVUks Affl K, then P' Vg K f Kind;
wi. If PuV¥bys UfLV, then P ks VU Ctz;
w. If Pu:Uby UMV or Pty ¥ Ciz, then P’ ::F X 1 Sig.
Proof.

We proceed by induction on the structure of P. We show two cases concerning (z). All other cases in
this and the remaining parts are similar or simpler.
Py
Fs ¥ £ Ciz
Uky OfT
with M =()and A=T.

P by U4 Ctx by lemma 5.3.13 on Py,
P = VUky THTYPE by rule fpc_top on Pj.
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Py P
\Ifl_z M1‘LH$1A2.A1 ﬁl—g MQ‘ﬂ‘Ag

\\ }_E M] MQ ‘l, [MQ/I]A1

with M = M1 MQ and A = [MQ/I]Al

P Uy Hz: Az A ft TYPE by induction hypothesis on Py,
Pl W,z Ay by Ay ft TYPE by inversion on rule fpc_dep for Pj,
P Wby [My/z]A 4 TYPE by intuitionistic transitivity on P{ with Ps. o

Lemma 5.3.20 (Linear transitivity)
i. If Py Wby NfAand P U,z AV by MftL B, then P U, U by [N/2]M # B;
ii. If Py 2W by NftAand P by U, 27 A0 4 Ctz, then P’ iy U, ¥ 4 Ctr.

Proof.

We proceed by induction on the structure of P in the first part, and by induction on the length of ¥’
in the second. We present two cases. The only other complex case arises from the application of rule
opalapp in P, and requires corollary 5.2.10.

Py
Fs W,z A, 0 4 Ctz

po AT
U 2 AW s 2l A

with U =z, V = A and the contexts being intuitionistic.

P* by U, 4 Ctx by lemma 5.3.13, since z is linear,
P U Uy N A by weakening on Py thanks to P*,
P oUWy NLA by rule opa_c on Pj.
¥’ = .|| By the consistency lemma applied on Py, there is a derivation P’ of bty W' ft Ctz. Then
simply notice that [N/z] - = -. o

Next, we prove the unicity of types and kinds and the inversion lemmas, which permit us to consider
unique inversion patterns, even when the rules in Figure 5.2-5.2 offer multiple inversion choices.

Lemma 5.3.21 (Unicity of types and kinds)

i If P W by ML A and P 2 0" by M AL A” with lIlfFV(M) = \IlifFV(M) and where the

arrows do not need to match, then A’ = A”;

i, If P Whky ALK and P" :: U by A#} K" where the arrows do not need to match, then

K'=R".
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Proof.

We proceed by induction on the structure of P’ and P”. The idea is to unfold these derivations until
an introduction or elimination rule is unearthed, then we apply the induction hypothesis on the subterms.
Rule opa_lapp is problematic due to context splitting and is the reason for the third premiss in the first
part. We show two cases:

Pi R P
U'by MttB B'=A Wiy A fTYPE
opc_eq, any rule P = opc_eq
U by M4 A
R B =A" by induction hypothesis on Pj,
A = A" by symmetry and transitivity on R’ and R.
P P4 c!
Uibks Myl B'— A Wits Mottt B W = V) XV,
opa_lapp,opalapp P = opa_lapp
U by My My L A
7){/ él C//

and i — U/ bs My L B" A" Wbks Myft BY W' =W/ X WY

opa_lapp

U s My M | A"
W‘ith M = M1 AMQ.
We know by hypothesis that \IlfFV(MlAMﬂ = \IIiIFV(M1AM2). Since FV(M;) C FV(M; "My), we
have also that ‘IJ|IFV(M1) = \Ilﬁ;V(Ml). By lemma 5.2.13, we have that dom ¥} C dom ¥’ and

dom ¥/ C dom ¥”. By the free variables lemma 5.3.12 applied to P and P{, FV(M;) C dom ¥
and FV(M;) C dom ¥Y. This permits us to conclude that \IJ11|FV(M1) = \I/III|FV(M1)'

Therefore, we can apply the induction hypothesis on (P{ and Pi'), obtaining that B’ —o A’
B — A”. By the invertibility of definitional equality (lemma 5.3.5), we have that A’ = A”.

B

Lemma 5.3.22 (Inversion)
i. If PuVUbs (M,N)ftL AL B, then P' 2 ¥ty ML Aand P" =V by N fi] B;
i, If PuWhs Aa:AMALA —B, then P' W, 2 Abs MALB and R = A= A';
i, If PuWhbyg Ax:A ML Tz: A" B, then P' .U, z: Aty M} B; and R :: A= A"

Proof.

By induction on the structure of P. All these results apply the same technique: the derivation is
unfolded until an introduction or an elimination appears as the last inference rule applied in P. We show
one case from ().
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P1 R Ps
Uty \2:AM#4B B =A—oB Uty A —BfTYPE

Uy Ae:AMAfA —oB

By lemma 5.3.6, we have that B’ = A” —o B”. Then, by induction hypothesis on P;, we obtain
P, W ziAby M ff B” and R}y :: A = A”. By lemma 5.3.5, we have RY :: A” = A’ and
R’ :: B” = B. By rule feq_trans on R1 and R’, we get R :: A = A’.

Now, by consistency on P, we have Py :: ¥ Fy A’ —0 B f TypPE. By inversion on rule fpc_limp,
we get Py .2 Wy B Typi. Then by rule opc_eq on Pj, R’ and P}, we finally obtain the desired
derivation P’ of ¥,z Aty M 1 B. o

Lemma 5.3.23 (Inversion on object constructors)
i. If PuUtbs OfL A, then A=T;
i, If PuVbs (M, Ms) fil A, then A= A1 & As;
wi. If P Wby Az:Al. M AL A, then A = Al — Ay with Ay = AY;
w. If PuVUlkyg Az A Mt} A, then A =Tlz: A} Ay with A; = Al
Proof.

We proceed by induction on the structure of P. All cases are trivial except showing that rule opc_a
does not apply.

Assume ab absurdum that there exist a derivation P of ¥ Fx () ff P. Then by inversion, P can result
only from the application of rules opc_a, opc_eq, opa_c or opa_eq. Let h be a measure of the height of
P calculated by counting the number of consecutive occurrence of these rules in the leftmost path of this
derivation. For h > 0, it is easy to see that there exist a derivation P’ of measure h — 1 of ¥ Fx () i} P’
with P = P’. However, no rule is applicable in the case in which h = 0. Thus, P cannot have a finite
measure, and therefore, P itself must contain an infinite number of rules, which is against our definition
of derivation.

We proceed similarly for the other constructors. o

Finally, we prove the extensionality lemma, which relates the shape of pre-canonical object level terms
to their types.

Lemma 5.3.24 (Eztensionality)
i. If PuVUbs Mf{ T, then M = (),
ii. If PuUty Mft A& B, then M = (M, Ms);
ii. If P=Wbky M4t A—oB, then M = \x: A'. My with A= A’;
. If Pu:WUty MATz:A. B, then M = Az: A'. My with A= A'.
Proof.

By induction on the structure of P. Notice that rule opec_a does not apply and therefore we do not
need to access the pre-atomicity judgments. The base cases correspond to the constructors mentioned in
the lemma. The only other case concerns the equivalence rule, which is handled by induction. o
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B.3.4 Strong Normalization

This section contains the proofs of the results presented in Subsection 5.3.4. We also state and prove aux-
iliary properties that are either needed in the proofs of these results, or that are interesting by themselves.

First, we prove the equivalence of one-step and parallel nested reduction strategies. Further properties,
namely confluence and the Church-Rosser theorem for the one-step reduction strategy, are given.

Lemma 5.3.25 (Soundness and completeness of =1 w.r.t. =)
i. If U — U’, then either U =U" or U —T U';
i. If U —* U', then either U =U' or U —T U';
ii. If U —1 U', then U — U’;
w. If U —} U', then U —* U'.
v. U= U 4ff U=U".

Proof.
By induction on a derivation for the hypothesis. i

Corollary 5.3.26 (Confluence of —7)

If U —)‘1" U and U —>1|' U", then one of the following cases applies
i U'=U"

a. U —F U
ai. U —T U

w. there is a term V such that U’ —){" V and U" —>‘1" V.

Proof.
We use the above equivalence and confluence for the parallel nested reduction strategy. The four cases
in the conclusion arise from the validity of reflexivity in —*, but not in —7. o

Corollary 5.3.27 (Church-Rosser property for =)
If U' =, U", then one of the following cases applies
i U=0"
i. U —t U
ii. U —T U/

w. there is a term V such that U’ —)1" V and U" —)1" V.
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Proof.

Similar to confluence, but this time we use the Church-Rosser property of =. o

At this point, we are ready to prove the subject reduction lemma for the one-step reduction strategy.
This result is then transfered to the parallel nested reduction strategy.

Lemma 5.3.28 (Subject reduction)
If PuVUtby UtV and R::U —1 U’, then P U by U R} V.
Proof.

We proceed by induction on the structure of P and inversion on R. We show one case of the proof.

P P
Uby MlTz:A.B Uky NfA

Uty M N L[N/z|B

with U = M N and V = [N/z]B.

By inversion on R, we have three cases to analyze:

Ri1
M — M’
e R = orliapplt  with U’ = M’'N.
MN —; M'N
By induction hypothesis on P; and Ri, there exist a derivation P; of ¥ Fy M’ | Ilz:
A.B. Now, by rule opa_iapp on Pj and P, we obtain the desired derivation P’ of ¥ Fx
M' N | [N/z]B.

¢ We proceed similarly if R ends with an application of rule orl_iapp2.

o R = orl_beta_int with M = Axz: A’. M’ and UI = [N/T]MI
Ar: A" M'N —q [N/2]M'
By the inversion lemma 5.3.22 on P, we obtain a derivation R* of A = A’ and a derivation
Py of U z: A Fy M' | B. By consistency, we get a derivation of Fy U, 2z: A’ f Ctzr and
therefore, by inversion on rule cp_int, there is a derivation P* of ¥ Fy A’ 4 TYpE. At this
point, we can apply rule opc_eq on Po, R* and P* and get a derivation P of ¥ by N ft A’
We can now apply intuitionistic transitivity (lemma 5.3.18) to P; and P3, obtaining the
desired derivation P’ of ¥ by [N/z]M' | [N/z]B. o

Corollary 5.3.29 (Subject reduction for —*)
If PuV¥bs UftbV and R U —* U', then P V¥ s U ff} V.
Proof.

If U = U’, the validity of this statement is trivial. Otherwise, we use the soundness and completeness
lemma above to reduce to the transitive closure of the one-step case, changing the second premiss to
Ry U —T U’. Then we proceed by induction on structure of R;. o
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We now turn to proving a number of lemmas concerning the encoding of LLF' terms into A* ™. These
results will be needed in the proof of the adequacy of the translation.

Lemma 5.3.30 (Type-encoding under substitution)
1. 7([N/2]A) = 7(A);
ii. T([N/z]K)=1(K).

Proof.
By induction on the structure of A and K. o

Lemma 5.3.31 (Type-encoding of equivalent terms)
Let U and U’ be types or kinds. Then,
i. If R:U — U', then 7(U) =1(U");
i. If R::U —* U/, then 7(U) =1(U’);
iii. If R:U=U', then 7(U)=7(U");

Proof.
We proceed by induction on the structure of R. The proof of (i7) relies on (), and the proof of (i)
requires (7). o

Lemma 5.3.32 (Compositionality of the object-encoding)
IN/=]U[ = [IN|/=]|U].
Proof.

We proceed by induction on the structure of U. We show one case.

U=\y:A. M

[N/x)(Ay: A. M)

= [\y:[N/z]A.[N/z]M| by definition of substitution in LLF,

= (Mg:w. Ny:7([N/2]A). |[N/x]M]) |[N/xz]A] by the definition of the encoding,

= (Myw. Ay:7m(A). [IN]|/«]|M]|) [|N]/z]|A] by induction hypothesis and lemma 5.3.30,

= [IN]|/2](A°y:w. X y:7T(A). [M])|A]) by definition of substitution in A* 7,

= [IN]|/z]|\y: A. M| by the definition of the encoding. o

We are now ready to prove that the encoding proposed in Section 5.3.4 preserves LLF derivability.
This will be an essential component of the proof of strong normalization to follow.

Lemma 5.3.33 (Adequacy of the encoding)
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i If PuWbs MALA, then §ur(V) by [M]:T(A);
. If PuVbs Afl K, then S ::7(¥) Frsy |A]: T(K);
wi. If P Vs K1 Kind, then S :: 7(V) Frzy |K]:w

Proof.

We proceed by induction on the structure of P. We present four among the most difficult cases.

P R Pa
Uty MftB B=A VUly AfTYPE

_ P: opc_e
¥ro M7 A pe-ed

S uT(¥) by M| T(B) by induction hypothesis on Py,
T(A) = 7(B) by lemma 5.3.31 on R.

Py
\I/,I?Al "2 Ml ‘ﬂ‘Ag

\Ifl_g/\l‘lAl.Mlﬁ‘Al—OAQ

with M =X z:A;. M; and A = A —o As.

S (), 2 7(Ar) bFrmy [ M| T(As) by induction hypothesis and definition of 7(_),
S onT(¥) Fr o) Nx:r(Ar). My : by rule st_lam on &y,
T(Al) —)s T(Az)
S" (W), yiw sy Nair(Ar). [Ma] by weakening in A*7 and definition of the
T(A; — Ay) encoding,
S" (W) sy Myiw AaiT(Ar). My by rule st_lam on S8”,
w —* 7(A1 —0 Ag)
P by Uzt A £ Ciz by consistency on Py,
PV by A1 f TYPE by inversion on rule cp_lin for P/,
S* = r(¥) 7y |A1] 1 T(TYPE) by induction hypothesis on P’
S** T(‘Il) Frmy [A1]w by weakening in AX™ and definition of 7(_),
S (V) Frm) (Vy:iw Na: by rule st_app on §"”" and §**.
T( 1 |M1 |A | (Al—OAQ)

P P
\Ill—z MlJ,H:B:AQ.Al Tl—g Mgﬁ‘AQ
1

v l‘g M1 M2 ¢ [MQ/CL‘]A
with M = M1 MQ and A = [MQ/I]Al

S1 o T(¥) Fres) |My| : 7(Ha: As. Ar) by induction hypothesis on Py,
S n () brxy [My]:m(Ag) =° T(Ar) by definition of 7(_),



APPENDICE B. PROOFS FROM CHAPTER 5 173

Sy = 7(W) Fr(zy [Ma] : 7(As) by induction hypothesis on P, and weakening,
S u7(¥) brmy [My| [Ma] @ T([Ma/x]Ay) by rule st_app on 8; and 85, and lemma 5.3.30.

P1
W, z: A by As fTYPE

Uy IIz: A, As ft TYPE

with A =1z:A;. A3 and K = TYPE.

S (W), zir(A) F y |Az] :w by induction hypothesis and definition of 7(_),

S3 (T) ) Az 7'( 1). |[As] : (A1) =5° w by rule st lam on S,

P by A1 ft Ctz by consistency on Py,

Pl l—g 1 ft TYPE by inversion on rule cp_int for P’,

Sy (0 k-, 7y [A1]:T(TYPE) by induction hypothesis on P",

Sy Uk, () Tr(Ay) ! by definition of 7(X) and rule st_con,
w—=* (1(A) 2 w) 2w

S = 7(W) Friz) Tray) A1 (A 2:7(A1). |As]) 1 by two applications of rule st_app on S;, Sy and
w Ss.

S 7(V) br(m) Ma: Ay Ayl : 7(TYPE) by definition of the encoding. o

Next, we show that the encoding preserves reductions, i.e. that every reduction in LLF corresponds
to a sequence, in general, of reductions in A7,

Lemma 5.3.34 (Preservation of reduction sequences)
If R::U —1 V, then R® ::|U| —)1 [V].
Proof.

We proceed by induction on the structure of R. We show two cases. All other cases are simpler.

orl_beta_lin R = = orl_beta_lin

(Az:A.M)"N — [N/x]M
with U:(S\m:A.M)AN and V = [N/z]M

R'T (Ny:w Azr(A). M)Al 2 by rule strl_beta,
Az :T(A). | M|

RE  (Nyiw. XN :T(A). [M])|A] [IN] 4 by rule strl_appl on R'{,
(Az:7(A). |M]) [N

5 (Nair(A) | M) |N| =51 [|N|/=]| M| by rule strl_beta,

R*  (Ny:w. Nax:m(A). |[M|)|A] [IN] =T by rules st1* r and st1*_trans on R{ and RS,
[[v]/]| M|

RS = |(Az:A. M) 'N| =57} |[N/2]M| by definition of the encoding and lemma 5.3.32.



174 B.3. PRE-CANONICAL FORMS

R1
A —>1 Al

fr1_withl R = fr1_withl

A& B —1 AI&B
with U=A&B and V = A" & B.

RS A ST A by induction hypothesis on R,

R* = mg |A||B] == F me |A]|B] by two applications of the A*™ equivalent of
lemma 5.3.3,

R |A& B| =T |A' & B| by definition of the encoding. rif

On the basis of these results, we can prove the the strong normalization theorem for LLF. For com-
pleteness, we report here the proof displayed in Section 5.3.4.

Theorem 5.3.35 (Strong normalization)
If PuWbks UflV, then U is strongly normalizing.

Proof.

By the adequacy of the translation (lemma 5.3.33), we have that 7(¥) F,(x) [U]: 7(V) is derivable
in A*7,

Assume ab absurdum that U is not strongly normalizing. Therefore, by the soundness of one-step
reduction (lemma 5.3.25), there exists an infinite reduction sequence

UIU() —1 U1 —1 ...

which, by reduction preservation (lemma 5.3.34), yields an infinite reduction sequence

Uol =T |02 1 ...

in A*7. However, this contradicts the strong normalization property for this language. o

We now prove a number of corollaries of this theorem. In particular, we prove that normal forms of
derivable terms are unique and that their equivalence is decidable.

Corollary 5.3.36 (Unicity of normal forms)

If PuVbs ULV, R =2U —* U and R" :: U —* U" with both U' and U" normal, then
v =u".

Proof.
By confluence, there exist a term V' such that U/ —* V and U’ —* V. However, since U’ and U”
are normal, they do not contain G-redices, and therefore U/ =V = U". o

Corollary 5.3.37 (Shape of normal forms)
Let M, N, A, B and K normalizable terms. We have that
i. NF(rYPE) = TYPE, NF(TIz: A K) = Tz:NF(A).NF(B);
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ii. NF(a) = a, NF(P M) = NF(P) NF(M),
NF(T) = T, NF(A& B) = NF(A)&NF(B),
NF(A — B) = NF(A) — NF(B), NF(TTz: A. B) = Tz:NF(A).NF(B);

iii. NF(z) = =z, NF(e) = ¢
NF(() = O NF((M, N)) = (NF(M),NF(N)),
NF(Az:A. M) = Az:NF(A).NF(M), NF(Az:A. M) = Az:NF(A).NF(M),
NF(rsT M) = FsTNF(M) if M # (M, M
NF(snp M) = sND NF(M) if M # (M, M
NF(M "N) = NF(M) 'NF(N) ifM 4 Xz A M
NF(M N) = NF(M)NF(N) if M £ x: A M’

Proof.

This corollary follows from the application of the confluence lemma 5.3.10 and the unicity of normal
forms. We rely on the parallel nested reduction strategy in this proof, although the same result can
be obtained with other strategies as well. We illustrate the technique by proving that NF(A —o B) =
NF(A) —o NF(B). All other cases are similar.

An application of the confluence lemma permits the completion of the following diagram:

A—oB

/

NF(A— B) NF(A) — NF(B)

"
v

for some type V. However, NF(A — B) is in normal form. Similarly, NF(A) —o NF(B) cannot contain
B-redices and therefore is in normal form also. By the unicity of normal forms, we have that NF(A — B) =

NF(A) - NF(B) (= V).

Corollary 5.3.38 (Decidability of the equational theory)
If PoVUbs UMV and P” Wby U'#lV, then it can be recursively decided whether U' = U"

is derivable.
Proof.

, R , By the Church-Rosser property, U’ and U” have a common reduct U. By
v u the subject reduction corollary 5.3.29, U 1is derivable. Therefore, by unicity

\C\Rhousrs?/ (corollary 5.3.36), U’, U and U" share the same normal form NF(U). We have

the diagram on the left.

Unicity U Jfonicty By the strong normalization theorem, every sequence of reduction on U/ and U"
l eventually produces NF(U) after a finite number of steps. Therefore, a possible

decision procedure for definitional equality is as follows: compute the normal

NF(U) forms of U’ and U’ and then check whether they are equal. If they are, then U’

is definitionally equal to U”. Otherwise, they are not equivalent. o

A further consequence of the strong normalization theorem is that we can normalize every entity in a
derivable judgment, still preserving derivability.
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Corollary 5.3.39 (Normal forms)
If PuVUbs ULV, then P' ¥ by NF(U) i} V;

Proof.
By the strong normalization theorem, U —* NF(U) is derivable. P’ then results by subject reduction
(corollary 5.3.29). o

Corollary 5.3.40 (Normal forms)
i If PuWhs UfhV, then P’ NF(W) bypesy NF(U) #ik NE(V);
ii. If Pibs WA Cle, then P’ baps) NF(¥)  Cta
iii. If Pk L4t Sig, then P' b NF(X)  Sig.

Proof.

We first reduce U to normal form in (i) by means of the previous corollary, and then proceed by
induction on the structure of 7. We show one case.

Py Py
\I/I—)j M‘LH:BAB Wl—g Nﬂ‘A

Uty MN|[N/2|B

with U =M N,V = [N/z]B, and (M N) in normal form.

Pl i NF(¥) Fxpzy M {2 :NF(A).NF(B) by induction hypothesis on P; and lemma 5.3.5,

Py NF(¥) bxpezy N NF(A) by induction hypothesis on Ps,

Py NF(¥) bnpsy M N | [N/2]NF(B) by rule opa_iapp on P and P4,

Pl W, z: Aty B TYPE by consistency on P; and rule fpc_dep,

R' :: B — NF(B) by strong normalization for Py,

R" :: [N/2]B — [N/z]NF(B) by lemma 5.3.7 on R’,

P* Wty [N/x]B1f TYPE by consistency on P,

R" ::[N/x]B — NF([N/z]B) by strong normalization for P*

R* :: [N/z]NF(B) = NF([N/z]B) by Church-Rosser on R” and R, definition of
normal form and rule feq_red,

P35 :: NF(¥) Fypzy NF([N/z]B)  TYPE by corollary 5.3.39 on P*,

P' : NF(¥) bxpzy M N L NF([N/z]B) by rule opa_eq on Py, R* and P;. o

We conclude this section with the proof of the admissibility of rule opa_c for derivations of normal
terms.

Lemma 5.3.41 (Adnussibility of opa_c)
Let X%, O*, M*, A* and K* be in normal form.



APPENDICE B. PROOFS FROM CHAPTER 5 177

i. If Pk X*f Sig, then P' ik X*f Sig

i, If P:bxe U* 4 Ctr, then P’ ks U* ft Clz

ii. If PU* ks K*f Kind, then P’ :: U* bg. K* 4t Kind
w. If PuU*Fye A* LK, then P 0% by A* L K

v. If PuVU*Fse M*fiLl A, then

e if Aisa type family or M* =T (M, N), Az:A. M or Xz:A. M,
then P/ 0* byo M*ft A

o if A isa type family or M* = ¢, z,FST M, SND M, M "N or M N,
then P 0*Fyge M* L A

where P’ does not use the rule opa_c. Moreover, whenever W' bs« M' | A’ occurs in P, then M' is
etther a constant, a variable, a projection or one of the two applications.

Proof.
We proceed by induction on the structure of P. The difficult part of the proof concerns the judgments
of the level of objects. We show two cases.

P1 P
by Mif A U bge M4 A

U* s (M7, M) ft A & Ay

with M* = (M7, M3) and A= A& As.

By the extensionality lemma 5.3.24, if A is not a base type, then M] must be a constructor.
Therefore, by induction hypothesis on Py, there exists a derivation P; of ¥* Fx+ M; ff Ay that
does not use rule opa_c and such that whenever the judgment ¥’ s+« M’ L A’ occurs in Py, then
M’ is either a constant, a variable, a projection or one of the two applications.

Similarly, we obtain a derivation P} of ¥* Fx. M5 4 Ay with the same properties. Now,
simply apply rule opc_pair to Pj and P) in order to obtain the desired derivation P’ of ¥* Fx.
(M7, M3) ft Ay & A satisfying the statement of the lemma.

P1
U* by M7 LA&B

U* g, FST M | A

with M* = rsT M7,

By induction hypothesis on P, we have two subcases to analyze:

o if M{ = T,(M,N), Az : A. M or Az : A. M, then there exist a derivation P} of ¥* Fy.
M; ft A& B where P; does not use the rule opa_c.
By the extensionality lemma 5.3.24, M can only have the form (M, N). However, if this
happens, then M* is not in normal form. Therefore, this case cannot apply.
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o if M{ = c¢,z,FST M,SND M, M "N or M N, then there exist a derivation P; of ¥* Fyx.
My} | A& B such that P; does not use the rule opa_c and whenever¥’ Fs. M’ | A’ occurs
in P{, then M’ is either a constant, a variable, a projection or one of the two applications.
Then, P’ is obtained by applying rule opa_fst to Pj. o
B.3.5 Algorithmic System

In this section, we give the proofs of the statements presented in Section 5.3.5. We have the following

soundness and completeness results. Below, we also state the strengthening lemma for this system.

Theorem 5.3.42 (Soundness of the algorithmic system)

i If AvOFL UMV, then PUby UflV and V is in normal form;

w. If AzFS WA Ctz, then P by ¥ f Ctz;
wi. If A:F® XA Sig, then P ik X4 Sig.

Proof.

We proceed by induction on the structure of A. We show one case. All other cases are easier.

Py
Py
P o
Py

R

Py

P

A

UHE M Tz:A.B THL N A

oaa_iapp

Uty M Tz:A. B

ks NfA

Uy M N} [N/zB

U by [N/z]Bf1YPE

o [N/z]B = NF([N/z]B)

¥ by NF([N/z]B) ff TYPE
2 Why MN | NF([N/z]B)

¥y M N | NF([N/z]B)
with U =M N and V = NF([N/z]B).

by induction hypothesis on A,

by induction hypothesis on A,

by rule opadapp on Pj and Py,

by consistency on Py,

by strong normalization and rule feq_red,
by the normal forms corollary 5.3.39 on P7,
by rule opa_eq on Pi, R and Ps.

Theorem 5.3.43 (Completeness of the algorithmic system)

i If PuUby UfLV, then A UFE U NF(V);

ww. If Pubs U4 Clz, then A::FE VU1 Ctz;
wi. If P b X4 Sig, then A F* XA Sig.

o
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Proof.

By induction on the structure of P and the normal forms corollary 5.3.39. We show one case of the
proof.

7)/
U,ziAbs M # B

Uhy \de:AM#fA—oB

with U = Az:A. M and V = A —o B.

A" W 2t ARE M {y NF(B) by induction hypothesis on P,
A TS Az A M A NF(A) o NF(B) by rule oca_llam on A’,
A W N A M A NF(A — B) by corollary 5.3.37 of

The strengthening lemma for the algorithmic system can then be proved by straightforward induction.
On the basis of these result, we will then be able to prove this lemma for our original pre-canonical system.

Lemma 5.3.44 (Strengthening)
i If A el AV EE UNV and 2 ¢ FV(¥)UFV(U)UFV(V), then A" 0, W' FE U N V;
i, If AzFE U 2t A YU 1§ Ctz and « ¢ FV(¥'), then A FE ¥ ¥ () Ctz.

Proof.
By induction on the structure of A. o

Lemma 5.3.45 (Strengthening)
i If PO i AV s UMV andz ¢ FV(V)UFV(U)UFV(V), then P 20 ¥ by U ALV,

ii. If Pubyg Uzt AW f Ctz and © ¢ FV(YV'), then P’ by U, ¥ 4 Ctz.

Proof.

By lemma 5.3.2 and the definition of normal form, we know that FV(NF(V)) C FV (V). Therefore, by
the completeness theorem 5.3.43, we can transfer the premisses of this lemma in the algorithmic setting.
We now apply the strengthening lemma for this system and get algorithmic versions of the conclusion of
the two parts of this statement. Then, we take these results back in the pre-canonical system by means
of the soundness theorem 5.3.42. o

The soundness and completeness results above allow us to import in the algorithmic system a number of
properties proved in the previous sections in the pre-canonical case. In particular, the following properties
are valid in the algorithmic presentation:
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Lemma 5.3.12  (Free variables)
Lemma 5.3.13  (Intuitionistic context)
Lemma 5.3.14  (Types in the context)
Lemma 5.3.15  (Structural properties)
Lemma 5.3.17  (Flattening)
Lemma 5.3.18  (Intuitionistic transitivity)
Lemma 5.3.19  (Consistency)
Lemma 5.3.20 (Linear transitivity)
(¥*) Lemma 5.3.21 (Unicity of types and kinds)
(¥*) Lemma 5.3.22 (Inversion)
(*) Lemma 5.3.23 (Inversion on object constructors)
(*) Lemma 5.3.24 (Eztensionality)

The results marked as (%) rely on the definitional equality = on terms on the right-hand side of the
main judgments. Their algorithmic version replace this relation with the syntactic identity =, since every
derivable term in that position is in normal form.

A further property of the algorithmic system is the admissibility of rule oaa_c. We cannot however
obtain it by soundness and completeness. We must instead redo, almost identically, the proof of that
lemma. Nevertheless, we assume its validity also in the algorithmic setting and will, improperly, refer to
it as lemma 5.3.41.

In the following, we will feel free to use these results when dealing with algorithmic judgments and
derivations. We will refer to the numbering provided for the pre-canonical system.

B.3.6 Decidability

In this section, we report the proofs of the statements given in Subsection 5.3.6. The main property will
be the decidability of type checking. We first prove the following lemma concerning the size of derivations.

Lemma 5.3.46 (Upper bound on the size of a derivation)
i. Leth=||¥FE UNV|. If AU UMV, then A =T FE UV,
ii. Let h=|Fg U q Ctz||. If A:FE U Ctz, then A 1L ¥ 4§ Clr,
iti. Let h = || F® X1 Sig||. If A:=F®* X1 Sig, then A’ ::+% X { Sig,
where A" has height less than 2h and contains at most 32" nodes.

Proof.

A’ is obtained from A by collapsing every chain of rules consisting uniquely in the alternation of
oca_a and oaa_c. The bound on A’ is then established by noticing that, when going from the conclusion
to the premisses of introduction and elimination rules, the size of the judgments decreases. The factor 2
takes into account possible intervening applications of rules fca_a, oca_a and oaa_c for which the size of
the premiss and the conclusion are the same. We present one case; the others are similar or easier.

A
) UL M A
-oaa_c = o0aa.c
WHE M LA

with U=M and V = A.
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Before we start, it will be convenient to adopt some notation. By the definition of the size functions,

[T FE M| A||=||®FE M1 All. Let h be this value.

We proceed by inversion on the structure of .4;. We show two of the five possible cases.

A1 Aqs
TR My AL UL M Ay

o A = oca_pair

U g (M, M) ft A1 & As

With M = <M1,M2> and A = A1&A2. Let h1 = ||\I/ }_aE M1 ’ﬂ A1|| and h2 = ||\If I_az M2 ﬂ
As||.
By induction hypothesis, there exist derivations .A}; and A}, of ¥ F§ M; 4 A; and ¥ F§
Mj {) A respectively, with respective heights h 4 < 2hy and hg; < 2hs.
Let Af the derivation of ¥ Fg (M;, Ms) f Ay & Ay obtained by applying rule oca_pair to
Al and Af,.
We get the derivation A’ of ¥ F§ (M, Ms) | Ay & Ay by applying rule oaa_c to Aj. Tts
height ha: is the largest between hy: + 2 and hy: + 2. We want to prove that has < 2h.
By definition of the size functions, ||[(M1, Ma)|| = 1 + || M1]| + ||M2||. Thus, we can infer that
h > hi+1and h > hy+1. Therefore 2h > 2h1 42 and 2h > 2hy+ 2. Consequently, h 4/ < 2h.

An

VL M| P
e Aj=——— ocaa with A = P.
Uy M P

By induction hypothesis, there is a derivation A" of ¥ ¢ M | P with height lower than h.

In order to prove that the resulting derivation A’ contains at most 32# nodes, simply notice that every
rule in the algorithmic system has at most three premisses. o

We now present the the proofs of the decidability of type checking and type synthesis, first for the
algorithmic system and then for the pre-canonical system. We first need to prove the decidability of
context splitting.

Lemma 5.3.47 (Decidability of context splitting)

It can be recursively decided whether W = W' X W' s derivable. Moreover, given a context W, there
are exactly 2(%) pairs (W', 0"} such that ¥ = W' X O" where (V) is the number of linear assumptions
n W,

Proof.
We proceed by induction on the structure of W¥.

e If ¥ = . then by inversion, it must be the case that ¥’ = . and ¥" = .. Moreover, this is the only
possible split.

o If U = Wy z: A, then by inversion ¥ = ¥}, z: A and ¥’ = ¥/ z:A. By induction hypothesis,
it can be decided whether W1 = ¥/} M ¥ and there are 2/(¥1) possible splits of ¥;. Since s_int is
the only applicable rule and the only operation it involves is appending an item to a sequence, the
validity of ¥ = ¥’ X ¥" is decidable. Moreover, the number of possible splits does not change, and
l(\Ifl) = l(\Ill,:L‘A)
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o If U = ¥y z%A, then by inversion either ¥/ = ¥} 2% A or ¥” = ¥} 2 A depending on whether
rule s lin1 or rule s 1in2 has been applied. We consider the first case. By induction hypothesis, it
can be decided whether ¥y = ¥} X ¥" is derivable and the number of splits of Wy is 21(¥1) | The
decidability of ¥ = ¥’ X ¥" then results from the application of rule s_lin1. We proceed similarly
in the other case. Since there are two possible cases, each involving 2/(¥1) splits, the total number
of possible splits is 2 x 2H{¥1) = 9HT1)+1 — 9UT1,w7A4) o

Lemma 5.3.48 (Decidability of type checking in the algorithmic system)

i. (Type checking)
It can be recursively decided whether Wi U NV, Fg U Ctz and F* X { Sig are derivable.

it. (Type synthesis)

Given a signature X, a context W and a term U, there is a recursive procedure that computes a
term V such that the judgment U =& U )} V is derwable, or determines that no such V exists.

Proof.

Let H=2||V ¢ UM V|, H=2|F§ ¥ 1 Ctz|| or H=2||F* £ 1 Sig||, depending on the judgment
we are operating on. Notice that H does not depend on the term V in the first case, therefore, this value
is available also for the type synthesis problem. Let ¢ be a counter, which initial value is 0 and that we
will increment by one each time we succeed in matching the given judgment with one of the rules fca_a,
oca_a and oaa_c. Instead, we reset it to zero when using another rule. If the premiss of fca_a matches
some rule, then ¢ will be reset immediately: no loops can occur at that level. At the level of objects,
rules oca_a and oaa_c may alternate in sequence. We will give up the search for a derivation as soon as
¢ > H, since, by lemma 5.3.46, if derivations for the judgments above exist at all; then one of them must

have height less than H.

We proceed by induction, where the induction measure is defined as follows:

1. The premiss has the form ¥ & U {1 V.

We order judgments so that ¥ F% M f}l A is larger than ¥ F% A ff TYype, U FL Al K is larger
than W F§. K ff Kind, and in general W F§ U )l V is larger than F§, W fp Ctz. If the size of the
problem remains the same after these measures have been considered, we proceed by induction on
the structure of M. If this measure does not change either, we rely on the value of H — ¢, as defined
above.

2. The premiss has the form F§ U { Ctz.
This judgment is considered bigger than F* X {} Sig. It is bigger than ¥’ ¢ U {} V if ¥ is bigger
than ¥’. Otherwise, we proceed by induction on the structure of ¥.

3. The premiss has the form F% ¥ 1 Sig.
This judgment is bigger than ¥ +&, U {} V if ¥ is bigger than X'. Otherwise, we proceed by

induction on the structure of X.

We prove the decidability of both type checking and type synthesis at once. We show three representative
cases.
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U = () | First, we check whether H — ¢ = 0. If so, we report a failure. In the following, we will assume

that H — ¢ > 0. We need to perform this check in all the cases involving objects. We will keep this
issue implicit below.

If we are doing type checking, our second step is to check that the type V we are given is correct.
The definition of the induction measure above ensures that the derivability of U Fy, V f} TYPE can
be decided. If the answer is positive, we can proceed, otherwise, we fail. Again, we assume this
step in the remaining cases.

By inversion on the inference rules for the algorithmic system, a derivation of ¥ +% () | V, can be
obtained only by means of rule oaa_c on the premiss ¥ F¢ () f# V. We can apply the induction
hypothesis since H remains the same and ¢ is incremented by one. If the answer of the decision
procedure specifies that this judgment is not derivable, or returns a derivation of height greater
than or equal to H, then we report a failure. Otherwise, by rule oaa_c, we have a derivation of the
desired judgment. If we are interested in type synthesis, we simply return the type ¥V’ computed
for it.

By inversion, the only inference rules that can yield a judgment of the form ¥ F& () f V are oca_a
and oca_unit. In the first case, we proceed as above, with the additional constraint that ¥ must
be a base type.

In the second case, we must have V' = T. Nevertheless, we must apply the induction hypothesis
(which is allowed by the measure defined above). If F& ¥ {} Ctz is derivable, sois ¥ ¢ () + T. We
can then return V = T in case of type synthesis, or check whether V = T in case of type checking.

If neither of these two cases applies, then there is no derivation for ¥ F& () 1} V, whatever V is.

By inversion, ¥ & M "N | V can only be derived by means of rules oaa_lapp or oaa_c.

In the latter case, we proceed as above. Otherwise, in order to apply the induction hypothesis,
which is possible since the terms M and N in its premisses are smaller than M "N, we need to split
the context. By the decidability of context splitting, there are only finitely many pairs (¥, %) such
that ¥ = ¥’ X ¥”. These pairs can be recursively generated by distributing the linear assumptions
in ¥ in either ¥’ or ¥ while maintaining the order. Tt will be possible to type check the judgment
above if there exists a split such that the types of the premisses can be inferred, and some other
conditions hold (see below). Similarly for type synthesis. We will show that whenever more than
one split yields valid derivations, they all compute the same types.

Let (U/, ¥") be a split of ¥. We can apply the induction hypothesis (i), synthesizing types A’ —o B
and A” for the judgments ' ¢ M | A’ — B and U” F§ N {} A”, respectively. We first need to
check that A’ = A”. Then, in the case of type synthesis, we return B. In the case of type checking,
we need to compare B with V. The consistency lemma ensures that B is derivable and we have
checked beforehand that V' is. Therefore, by the decidability of the definitional equality, we can
compare B and V.

Assume that there are two or more splits (Wi, U¥) of ¥ such that ¥} ¢ M | A; - B; and
W ¢ N f A; are derivable. By the free variables lemma 5.3.12, all ¥} must declare the free
variables in M. Therefore by unicity of types and kinds, lemma 5.3.21, all types A; —o B; are equal,
and consequently all B; are the same type.

By inversion, ¥ ¢, M "N {} V can only be derived by rule oca_a. Since the measure of the premiss
is smaller, we can apply the induction hypothesis. If we are deciding type checking, we should fail
if V is not a base type. If V is a base type, the induction hypothesis yields that ¥ ¢, M "N | P is
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derivable for some base type P. Then, we simply need to check whether V' = P. If we are deciding
type synthesis, the induction hypothesis yields a type V' such that ¥ §, M "N | V is derivable.
We then need to check whether V' is a base type in order to apply this rule. This check is clearly
decidable.

By inversion, ¥ % M N | V can only result from the application of rules oaa_iapp or

oaa_c. In the latter case, we proceed as above. Similarly to the previous case, we infer types
Mz: A" Band A” for ¥ +4 M | Tlz: A". B and ¥ F& N { A", respectively. After checking
that A’ = A", we return V = NF([N/z]B) when deciding type synthesis. We instead compare
NF([N/z]B) with the given type V in the case of type checking. In both cases, the normalization
function is defined and computable.

We proceed as in the previous case in order to check whether ¥ =& M N {} V is derivable or has a
type. o

Theorem 5.3.49 (Decidability of type checking)

i. (Type checking)
It can be recursiwvely decided whether ¥y U ftl V, Fx U ft Ctz and - X 4 Sig are deriwable.
it. (Type synthesis)

Given a signature X, a context W and a term U, there is a recursive procedure that computes a
term V such that the judgment W ky U fL V is derivable, or determines that no such 'V exists.

Proof.

We want to reduce the proof of this statement to the similar problem we just solved in the algorithmic
case. We must remember, however, that the term V' in an algorithmic judgment ¥ Fy, U fil V is always
canonical. This is perfectly acceptable if we are interested in synthesizing V: by consistency and strong
normalization, if no canonical V' permits deriving this judgment, then no V does. In the case of type
checking, we need to check first whether V' is normalizable, and if it is substitute 1t with its normal form.
Indeed, if V is a type, by the previous lemma the problem of checking whether W s, V ) TYPE is derivable
can be decided. If this judgment is indeed derivable, we know by the strong normalization theorem that
NF (V) is defined and we can compute it. We proceed similarly if V' is a kind.

By the previous lemma, we can recursively decide the problems of type checking and type synthesis for
VS UMV, bs ¥t Ctz and B X ft Sig (where V' is a place holder in the case of type synthesis, and
NF (V) for type checking). If the decision procedure for the algorithmic system gives a positive answer,
then, we use the soundness theorem 5.3.42 to answer positively the question in the pre-canonical case. If
the answer is instead negative, the completeness theorem 5.3.43 ensures that there are no derivations of
these judgments in the pre-canonical system. o

B.4 Canonical Forms

In this section, we present the proofs of the results given in Section 5.4. Specifically, we prove the soundness
and completeness of the canonical system for LLF with respect to the algorithmic system presented in
Subsection 5.3.5. We will then prove that LLF is a conservative extension over LF.

First we relate the canonical and the algorithmic systems for LLF.
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Theorem 5.4.1 (Soundness of the canonical system)
i. If Cs i 2 Sig, Co b Ut Cltzand C::V ks UMV, then A VUEL UV,
. If Cx otk Xy Sig and C 15 VU ) Ciz, then A ::Fg ¥ ) Ctz;
wui. If C:F XAy Sig, then A ::F® X { Sig.
Moreover, ¥, ¥, U and V are in normal form.

Proof.
By induction on the structure of C. A simple application of the inversion principle shows that in all

the cases the judgment in the conclusion of the applied rules is normal assuming that the judgments in
the premisses are. We show two cases.
C1 CZ
Uy AftTYPE V,2:AbFy K Kind

T2
¥ by Hz:A. K ) Kind

with U =Ilz:A. K and V = Kind (improperly).

Cp by ¥ 2:Af Clx by rule sc_obj on Cg and Cy,
Ay =V, 2: A+Y K ) Kind and
¥, A and K are in normal form by induction hypothesis on € with Cg and Cs,
A = URE TIz: A K f Kind by rule kca_dep on .45 since A is normal,
IMz: A. K is in normal form by corollary 5.3.37.
Cq Cs S

\Ifli_EM\LA—OB \FQ}_E NﬂA \IJ:\IJ1N\IIQ
Uty M'N|B
with U=M"N and V = B.
Cy b ¥y Ctz and Cf ::bs Uy Ctz by lemma 5.3.13 on § and Cg,

A 2U FE M| A—oB and
Wy, M, A and B are in normal form by induction hypothesis on C; with Cg,
Ay m U FE Nt A and
U, and N are in normal form by induction hypothesis on Cy with Cy,
A 2UF, M'N|B by rule oaa_lapp on A; and A
¥, (M N) and B are in normal form by an easy induction and corollary 5.3.37. o

Theorem 5.4.2 (Completeness of the canonical system)
i If A=W RS M A, then
o if Aisatype family, then C ::NF(¥) bnp(xy NF(M) i A,
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o if NF(M)={(),(M',M"y Xe:A".M' or \x:A". M,
then C ::NF(¥) bnxp(xy NF(M) { A

o if NF(M)=wx,c,psT M’ sND M', M'"M" or M' M",
then C::NF(¥) Fnpesy NF(M) | A

ii. If AzTrE AfLK, then C:NF(U) Fyrs) NF(A) A K;

iii. If A:WHg K Kind, then C :: NF(¥) bxpyy NF(K) 1 Kind;
w. If Ak WA Cte, then C::bnpmy NF(V) ) Ctr;

v. If A:F* X1 Sig, then C ::F NF(X) { Sig.

Proof.

By the normal form corollary 5.3.40, there exist derivations A’ the judgments in the premisses that
mention only terms in normal form (recall that the terms on the right-hand side of an algorithmic judgment
are always normal). By the admissibility of oaa_c (lemma 5.3.41), we can further transform these
derivations into derivations A" of the following form:

. In case of object level terms, we have that

o if Ais a type family or NF(M) = ( (M’,M”),S\x:A’.M’ or Ax: A" M,

)
then A" :: NF(¥) HiTF(E) NF(M) f+ A

o if Ais a type family or NF(M) =z, c,rsT M',sND M', M'"M" or M' M",
then A" :: NF(¥) H{TF(E) NF(M) | A

it A" NF(P) Fpgy NF(A) B K

iti. A" NF(¥) Fp) NF(K) ft Kind;

. A" = FRrE) NF(0) f} Ctz;
v. A" 1% NF(X) 1 Sig.

where A" does not contain any use of rule oaa_c, and whenever the judgment ¥/ F§ M’ | A’ occurs in
A" then M’ is either a constant, a variable, a projection or one of the two applications.

The completeness of the algorithmic system with respect to the pre-canonical system then results from
an easy induction on the structure of A". of

As in Section B.3.5, the soundness and completeness results above give us for free a number of
properties proved in the previous sections for the pre-canonical and the algorithmic case. In particular,
the following properties are valid in the canonical system:



APPENDICE B. PROOFS FROM CHAPTER 5 187

Lemma 5.3.12  (Free variables)
Lemma 5.3.13  (Intuitionistic context)
Lemma 5.3.14  (Types in the context)
Lemma 5.3.15  (Structural properties)
Lemma 5.3.17  (Flattening)
Lemma 5.3.18  (Intuitionistic transitivity)
Lemma 5.3.19  (Consistency)
Lemma 5.3.20 (Linear transitivity)
(¥*) Lemma 5.3.21 (Unicity of types and kinds)
(¥*) Lemma 5.3.22 (Inversion)
(*) Lemma 5.3.23 (Inversion on object constructors)
(*) Lemma 5.3.24 (Eztensionality)
Lemma 5.3.44  (Strengthening)
The results marked as () rely on the definitional equality =. Their canonical version replace this relation

with the syntactic identity =, since every derivable term in this system is in normal form.

In the following, we will feel free to use these results when dealing with canonical judgments and
derivations. We will refer to the numbering displayed above.

The next result in this section shows that LF is a sublanguage of LLF. We first prove that our language
extends LF and then show that this conservation is conservative. In order to prove these results, we need
a couple of simple lemmas stating that the LF fragment of the language of LLF is closed under some
basic operations.

In the rest of this section, we will often use expressions such as “U i1s an LF term”. By this, we mean
that U belongs to the LF fragment of the language of LLF. We already noticed that our language extends
the syntax of LF so that every syntactic entity in this language is valid in LLF'.

Lemma 5.4.3 (Closure of substitution for LF within LLF)
If M and U are LF terms, then [M/z]U is an LF term.

Proof.

By induction on the structure of U. o

Lemma 5.4.4 (Closure of reduction for LF within LLF)
IfU is an LF term, and either R U — V or R = U —* V, then V is an LF term.

Proof.

We proceed by induction on the structure of D. i

We can now state and prove the results that show that LLF' is a conservative extension over LF'. First,

we have that every canonical LF derivation is valid in the canonical system for LLF.

Theorem 5.4.5 (FEzrtension over LF)

. If LF2THFS UMV, then C:T ks UMV,
w. If LF FF L1 Ctz, then C :iFx ' Ctz;
wi. If LF F"F XA Sig, then C ::F X { Sig.
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Proof.
We proceed by induction on the structure of LF. All cases are immediate as soon as we notice that,
for an LF context ', T =T. o

Then, we have that whenever an LLF derivation mentions only entities in the LF fragment of this
language, then it is isomorphic to an LF derivation for the corresponding judgment.

Theorem 5.4.6 (Conservativity over LF)
Let X, T', U and V be an LF signature, an LF context and two LF terms, respectively, then

i. If Co:Tky UMV, then LFTHY UV,
w. If C:uFy T Ctz, then LF kg T Ctz;
wi. If C bk XA Sig, then LF i FYF XA Sig.

Proof.

We proceed by induction on the structure of €. In order to apply the induction hypothesis, we rely
on the closure lemmas 5.4.3 and 5.4.4 to ensure that intermediate judgments appearing in this derivation
still belong to the LF fragment of LLF. Again, we need to remember that for an LF context I', T = T.
i

B.5 Logic Programming in LLF

In this section, we have grouped the proofs of the statements presented in Section 5.5. We also present
minor lemmas needed in these proofs.

B.5.1 Canonical Proofs

There are no properties to prove from Subsection 5.5.1.

B.5.2 Uniform Provability

In this section, we prove the soundness and completeness results that relate the canonical and the uniform
provability system. We stated these theorems in Subsection 5.5.2.

Theorem 5.5.1 (Soundness of uniform provability)

i If UU 55 M:A, then C:: Wby M1 A;
i, If U=V g M:A> N:Pand Cy 0"y M| A with S0 =¥ XU
then C:: ¥ty N | P.

Proof.

We proceed by induction on the structure of {f. We present one case.
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U1 u?
Uy M M NF(IM'/2]A1) > NP W Ly M/ A,

idapp_dynamic ‘ U=

U 2y M :Tlz:A;. Ay > N: P
with A =Tlx: Ay As.

C' =Wy M f Ay by induction hypothesis on Us,
Chyy =Wy M M' | NF([M'/z]A;) by rule oa_iapp on Car and (',
C “V¥Fky NP by induction hypothesis on U3 and Cj,. i

Theorem 5.5.2 (Completeness of uniform provability)

i. If C:Whbky M A, then U =¥ Sy M : A;

u

. If CoW by M|l Aand U V' —s M : A > N : P with § ¥ =¥ X ¥ then
U =¥ S5 NP

Proof.
We proceed by induction on the structure of C. o

B.5.3 Resolution

In this section, we report the proofs of the soundness and completeness of the resolution system presented
in Subsection 5.5.3 with respect to the uniform provability system.

Lemma 5.5.3 (Decomposition lemma)

For any type A, base type P, terms M and N, there exist a G-term O and a G-formula G such that
M:A > N:P\O:G is derivable.

Proof.
We proceed by induction on the structure of A. i

Theorem 5.5.4 (Soundness of resolution)

i If R=W 5y M:A, then U =T 55 M: A;

i. f D:M:A> N:P\O:Gand R:¥ 55 0:G,
then U 2V 255 M : A > N:P.

Proof.
We proceed by mutual induction on the structure of R in the first part and D in the second. o

Theorem 5.5.5 (Completeness of resolution)
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i If UU 55 M:A, then R0 5y M : A;
i, If U ¥ 55 M:A> N:P,
then DM :A > N:P\O :G and R:U -5 0:G.

Proof.
By induction on the structure of /. o



Appendice C

Type Preservation for Mini:-ML with
References

In this appendix, we have collected the Elf code and the adequacy theorems for the meta-representation
of the type-preservation theorem for Mini-ML with references presented in Chapter 6.

C.1 LLF Source Code

In this section, we present the code for MLR, our extension of Mini-ML with memory cells, references
to them, and the possibility of changing their values by means of assignment instructions. The program
we present is an extension of the code displayed in Appendix A. The implementation language this time
is LLF. Beyond the presence of new declarations dealing with the constructs of MLR not present in
Mini-ML, the main difference is the use of linear linear rather than intuitionistic implication in the rules
for evaluation and type preservation. We rely on the same names used in that appendix for declarations
concerning the same entities.

The code is organized as follow: the syntax of MLR is presented in C.1.1, its typing rules in C.1.2,
its evaluation rules in C.1.3, and finally the declaration for the type preservation theorem in C.1.4.

C.1.1 Syntax

exp : type. Yname exp EV
tp : type. Y‘name tp T
instr : type. Y%name instr I
cont : type. Y‘name cont K
cell : type. Y‘name cell C
item : type. Y‘name item It
store : type. Y‘name store S

answer : type. %name answer A

% Expressions

191
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z exp.

s exp —> exp.

case exp —> exp -> (exp —-> exp) -> exp.

pair exp —> exp -> exp.

fst exp -> exp.

snd exp -> exp.

lam (exp -> exp) -> exp.

app exp —> exp —> exp.

letval exp -> (exp -> exp) -> exp.

letname : exp -> (exp —-> exp) -> exp.

fix (exp -> exp) -> exp.

rf cell —> exp. %prefix 80 rf

ref exp -> exp.

! exp -> exp.

noop exp.

; exp —> exp -> exp. %infix left 90 ;

is exp —> exp -> exp. %infix right 100 is

% Types

nat : tp.

cross : tp -> tp -> tp. %infix right 90 cross
arrow : tp -> tp —> tp. %infix right 100 arrow
tref tp -> tp. %postfix 110 tref
cmd tp.

% Instructions

eval

case*
pair*
fst*
snd*

app*

ref*
deref*
is*1
is*2

exp
exp
exp
exp
exp
exp

exp
exp
exp
exp

exp —> instr.
return :

instr.

exp -> (exp -> exp) -> instr.
exp -> instr.

instr.

instr.

exp -> instr.

instr.
instr.
exp —> instr. %infix right 100 is*1
exp —> instr. %infix right 100 is*2
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% Continuations

init : cont.

- : cont -> (exp -> instr) -> cont. %infix left 80 -

% Store

estore : store.

and : store -> item -> store. %infix left 70 and
= : cell -> exp —> item. %infix none 60 =

% Answers

close : store -> exp —> answer.
new : (cell -> answer) -> answer.

C.1.2 Typing

tpc : cell -> tp -> type. %name tpc Tc
tpe : exp —-> tp -> type. %name tpe Te
tpi : instr -> tp -> type. %name tpi Ti
tpK : cont -> tp -> tp -> type. Y‘name tpK TK
tpS : store -> type. %name tpS TS
tpa : answer -> tp -> type. %name tpa Ta

%mode -tpc +C *Tc

%mode -tpe +E *Te
%lex E

%mode -tpi +I *Ti
%lex I

%mode -tpK +K #T1 *T2
%lex K

%mode -tpS +S
%lex S

%mode -tpa +A *Ta
%lex A

% Expressions
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tpe_z . tpe z nat.
tpe_s tpe (s E) nat
<- tpe E nat.
tpe_case tpe (case E E1 E2) T
<- tpe E nat
<- tpe E1 T
<- ({x:exp} tpe x nat -> tpe (E2 x) T).
tpe_pair tpe (pair E1 E2) (T1 cross T2)
<- tpe E1 T1
<- tpe E2 T2.
tpe_fst tpe (fst E) T1
<- tpe E (T1 cross T2).
tpe_snd tpe (snd E) T2
<- tpe E (T1 cross T2).
tpe_lam : tpe (lam E) (T1 arrow T2)
<- ({x:exp} tpe x T1 -> tpe (E x) T2).
tpe_app tpe (app E1 E2) T1
<- tpe E1 (T2 arrow T1)
<- tpe E2 T2.
tpe_letval tpe (letval E1 E2) T2
<- tpe E1 T1
<- ({x:exp} tpe x T1 -=> tpe (E2 x) T2).
tpe_letname : tpe (letname E1 E2) T
<- tpe (E2 E1) T.
tpe_fix : tpe (fix E) T
<— ({x:exp} tpe x T -> tpe (E x) T).
tpe_cell : tpe (rf C) (T tref)
<- tpc C T.
tpe_ref : tpe (ref E) (T tref)
<- tpe E T.
tpe_deref : tpe (1 E) T
<- tpe E (T tref).
tpe_noop : tpe noop cmd.
tpe_seq : tpe (E1 ; E2) T2
<- tpe E1 T1
<- tpe E2 T2.
tpe_assign : tpe (E1 is E2) cmd
<- tpe E1 (T tref)
<- tpe E2 T.
% Instructions
tpi_eval : tpi (eval E) T
<- tpe E T.
tpi_return : tpi (return V) T
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<- tpe V T.
tpi_case* : tpi (case* V E1 E2) T

<- tpe V nat

<- tpe E1 T

<- ({x:exp} tpe x nat -> tpe (E2 x) T).
tpi_pair# : tpi (pair* V E) (T1 cross T2)

<- tpe VT1

<- tpe E T2.
tpi_fstx* : tpi (fst* V) Ti

<- tpe V (T1 cross T2).
tpi_sndx* : tpi (snd#* V) T2

<- tpe V (T1 cross T2).
tpi_app* : tpi (app* V E) T1

<- tpe V (T2 arrow T1)

<- tpe E T2.
tpi_ref* : tpi (ref* V) (T tref)

<- tpe V T.

tpi_deref* : tpi (deref* V) T
<- tpe V (T tref).
tpi_assign*1: tpi (V is*1 E) cmd
<- tpe V (T tref)
<- tpe ET.
tpi_assign*2: tpi (V1 is*2 V2) cmd
<- tpe V1 (T tref)
<- tpe V2 T.

% Continuations

tpK_init : tpK init T T.

tpK_lam : tpK (K - I) T1 T2
<- ({x:exp} tpe x T1 -> tpi (I x) T)
<- tpk K T T2.

% Store

tpS_empty : tpS estore.
tpS_item : tpS (S and (C = V))
<= tpS S
<-tpc CT
<- tpe V T.

% Answers
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tpa_close : tpa (close S V) T

<- tpS S
<- tpe V T.
tpa_new : tpa (new A) T

<= ({c: cell} tpc ¢ T* => tpa (A ¢c) T).

C.1.3 Evaluation

Y%%% Contents of a cell

contains: cell -> exp —> type. %name contains Cn

%mode -contains +C -V

% Only run-time assumptions

%%% Collection of all the cells in the store

collect: store -> type. %name collect Col

col_empty : collect estore.
col_item : collect (S and (C = V))
o- contains C V
o- collect S.

Y%mode -collect -S
%lex ASSUME TERMINATION

%4% Reading the value of a cell from the store

read: cell -> exp -> type. %name read R
read_val : read C V

o- contains C V

o- <T>.

%mode -read +C -V

Y%%% Evaluation

ev : cont -> instr -> answer -> type. %name ev E
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Ymode -ev +C +I -A
%lex C

% Expressions

ev_z : ev K (eval z) A

o-— ev K (return z) A.
ev_s : ev K (eval (s E)) A

o- ev (K - [x:exp] return (s x)) (eval E) A.
ev_case : ev K (eval (case E E1 E2)) A

o- ev (K - [x:exp] case* x E1 E2) (eval E) A.
ev_pair : ev K (eval (pair E1 E2)) A

o- ev (K - [x:exp] pair* x E2) (eval E1) A.
ev_fst : ev K (eval (fst E)) A

o- ev (K - [x:exp] fst* x) (eval E) A.
ev_snd : ev K (eval (snd E)) A

o- ev (K - [x:exp] snd#* x) (eval E) A.
ev_lam : ev K (eval (lam E)) A

o-— ev K (return (lam E)) A.
ev_app : ev K (eval (app E1 E2)) A

o- ev (K - [x:exp] app* x E2) (eval E1) A.
ev_letval : ev K (eval (letval E1 E2)) A

o- ev (K - [x:exp] eval (E2 x)) (eval E1) A.
ev_letname : ev K (eval (letname E1 E2)) A

o- ev K (eval (E2 E1)) A.
ev_fix : ev K (eval (fix E)) A

o- ev K (eval (E (fix E))) A.

ev_cell : ev K (eval (rf C)) A

o-— ev K (return (rf C)) A.
ev_ref : ev K (eval (ref E)) A

o- ev (K - [x:exp] ref* x) (eval E) A.
ev_deref : ev K (eval (! E)) A

o- ev (K - [x:exp] deref* x) (eval E) A.
ev_noop : ev K (eval noop) A

o- ev K (return noop) A.
ev_seq : ev K (eval (E1 ; E2)) A

o- ev (K - [x:exp] eval E2) (eval E1) A.
ev_assign : ev K (eval (E1 is E2)) A

o- ev (K - [x:exp] x is*1 E2) (eval E1) A.

% Values

ev_init : ev init (return V) (close S V)
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o— collect S.
ev_cont : ev (K - I) (return V) A
o-— ev K (I V) A.

% Auxiliary instructions

ev_case*1 : ev K (casex z E1 E2) A

o— ev K (eval E1) A.
ev_case*2 : ev K (casex (s V) E1 E2) A

o- ev K (eval (E2 V)) A.
ev_pair# : ev K (pair* V E) A

o- ev (K - [x:exp] return (pair V x)) (eval E) A.
ev_fstx* : ev K (fst* (pair V1 v2)) A

o— ev K (return V1) A.
ev_sndx* : ev X (snd* (pair V1 V2)) A

o— ev K (return V2) A.
ev_app* : ev K (app* (lam E1) E2) A

o— ev (K - [x:exp] eval (E1 x)) (eval E2) A.

ev_ref* : ev K (ref*x V) (new A)

o— ({c:cell} contains ¢ V -o ev K (return (zrf c)) (& c)).
ev_deref* : ev K (deref* (rf C)) A

o— read C V

& ev K (return V) A.
ev_assign*1l : ev K ((rf C) is*1 E) A

o— ev (K - [x:exp] (rf C) is*2 x) (eval E) A.
ev_assign*2 : ev K ((rf C) is*2 V) A

o- contains C V~

o— (contains C V -o ev K (return noop) A).

C.1.4 Type Preservation

Wi Type preservation over cells
prCell : contains C V => tpc C T -> tpe VT -> type.

%mode -prCell +Cn +Tc -Tv
%lex Cn

% Only run-time assumptions

%%% Type preservation over read values

prRead : read CV -> tpc C T -> tpe V T -> type.
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%mode -prRead +R +Tc -Tv
prRead_val : prRead (read_val () Cn) Tc Tv

o- prCell Cn Tc Tv
& <T>.

%h% Type preservation for collected values
prCollect : collect S -> tpS S -> type.

%mode -prCollect +Col -TS
%lex S

prCol_empty : prCollect col_empty tpS_empty.
prCol_item : prCollect (col_item Col Cn) (tpS_item Tv Tc TS)

o— prCell Cn Tc Tv
o— prCollect Col TS.

%4% Type Preservation for evaluations
pr : evKIA->tpiIT->tpKKTT" ->tpa A T" -> type.
%mode -pr +E +Ti +TK -Ta

%lex E

% Expressions

pr-ev_z : pr (ev_z E) (tpi_eval tpe_z) TK Ta
o- pr E (tpi_return tpe_z) TK Ta.
pr-ev_s : pr (ev_s E) (tpi_eval (tpe_s Te)) TK Ta
o- pr E

(tpi_eval Te)

(tpK_lam TK [x][t:tpe x nat] tpi_return (tpe_s t))

Ta.
pr-ev_case : pr (ev_case E) (tpi_eval (tpe_case Te’” Te” Te)) TK Ta
o- pr E

(tpi_eval Te)

(tpK_lam TK [x][t:tpe x nat] tpi_casex Te”” Te”’ t)

Ta.

pr-ev_pair : pr (ev_pair E) (tpi_eval (tpe_pair Te’” Te’)) TK Ta

o- pr E
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(tpi_eval Te”)
(tpK_lam TK [x][t:tpe x T°] tpi_pair* Te’” t)

Ta.
pr-ev_fst : pr (ev_fst E) (tpi_eval (tpe_fst Te)) TK Ta
o- pr E

(tpi_eval Te)
(tpK_lam TK [x][t:tpe x (T’ cross T’ )] tpi_fst* t)

Ta.
pr-ev_snd : pr (ev_snd E) (tpi_eval (tpe_snd Te)) TK Ta
o- pr E

(tpi_eval Te)
(tpK_lam TK [x][t:tpe x (T" cross T ")] tpi_snd* t)

Ta.
pr-ev_lam : pr (ev_lam E) (tpi_eval (tpe_lam Te)) TK Ta
o- pr E (tpi_return (tpe_lam Te)) TK Ta.
pr-ev_app : pr (ev_app E) (tpi_eval (tpe_app Te’” Te”)) TK Ta
o- pr E

(tpi_eval Te”)
(tpK_lam TK [x][t:tpe x (T’ arrow T’ “)]tpi_app* Te’” t)

Ta.
pr-ev_letval : pr (ev_letval E) (tpi_eval (tpe_letval Te’” Te’)) TK Ta
o- pr E

(tpi_eval Te”)
(tpK_lam TK [x][t:tpe x T°] tpi_eval (Te’” x t))
Ta.
pr-ev_letname : pr (ev_letname E) (tpi_eval (tpe_letname Te)) TK Ta
o- pr E (tpi_eval Te) TK Ta.
pr-ev_fix : {Te:{x} tpe x T -> tpe (X x) T}
pr (ev_fix E) (tpi_eval (tpe_fix Te)) TK Ta
o- pr E (tpi_eval (Te (fix X) (tpe_fix Te))) TK Ta.

pr-ev_cell : pr (ev_cell E) (tpi_eval (tpe_cell Tc)) TK Ta
o- pr E (tpi_return (tpe_cell Tc)) TK Ta.

pr-ev_ref : pr (ev_ref E) (tpi_eval (tpe_ref Te)) TK Ta
o- pr E

(tpi_eval Te)
(tpK_lam TK [x][t:tpe x T] tpi_ref#* t)

Ta.
pr-ev_deref : pr (ev_deref E) (tpi_eval (tpe_deref Te)) TK Ta
o- pr E

(tpi_eval Te)
(tpK_lam TK [x][t:tpe x (T tref)] tpi_deref* t)

Ta.
pr—ev_noop : pr (ev_noop E) (tpi_eval tpe_noop) TK Ta
o- pr E (tpi_return tpe_noop) TK Ta.
pr-ev_seq : pr (ev_seq E) (tpi_eval (tpe_seq Te’” Te”)) TK Ta

o- pr E
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pr-ev_assign

% Values
pr-ev_init

pr—ev_cont

(tpi_eval Te” ")
(tpK_lam TK [x][t:tpe x T°] tpi_eval Te~)
Ta.

: pr (ev_assign E) (tpi_eval (tpe_assign Te’” Te”)) TK Ta

o- pr E
(tpi_eval Te”)
(tpK_lam TK [x][t:tpe x (T tref)] tpi_assign*i Te’~ t)
Ta.

: pr (ev_init C) (tpi_return Tv) tpK_init (tpa_close Tv TS)

o- prCollect C TS.

: {Tv: tpe V T}

pr (ev_cont E) (tpi_return Tv) (tpK_lam TK Ti) Ta
o- pr E (Ti V Tv) TK Ta.

% Auxiliary instructions

pr-ev_casexl

pr-ev_case*2

pr-ev_pairx

pr-ev_fstx*

pr-ev_sndx*

pr-ev_app*

pr-ev_ref*

pr-ev_derefx*

: pr (ev_case*l E) (tpi_casex Te’” Te’ tpe_z) TK Ta

o- pr E (tpi_eval Te’) TK Ta.

: {Tv: tpe V nat}

pr (ev_case*2 E) (tpi_case* Te’’ Te’ (tpe_s Tv)) TK Ta
o- pr E (tpi_eval (Te’” V Tv)) TK Ta.

: pr (ev_pair* E) (tpi_pair* Te Tv) TK Ta

o- pr E
(tpi_eval Te)
(tpK_lam TK [x][t:tpe x T°“]tpi_return (tpe_pair t Tv))
Ta.

: pr (ev_fst* E) (tpi_fst* (tpe_pair Tv’” Tv’)) TK Ta

o- pr E (tpi_return Tv’) TK Ta.

: pr (ev_snd* E) (tpi_snd* (tpe_pair Tv’” Tv’)) TK Ta

o- pr E (tpi_return Tv’”) TK Ta.

: pr (ev_app* E) (tpi_app* Te’’ (tpe_lam Te’)) TK Ta

o- pr E
(tpi_eval Te” ")
(tpK_lam TK [x][t:tpe x T" "] tpi_eval (Te” x t))
Ta.

: pr (ev_ref* E) (tpi_ref* Tv) TK (tpa_new Ta)

o- ({c:cell}{Cn:contains ¢ V}{Tc:tpc ¢ T}
prCell Cn Tc Tv
-o pr (E ¢ Cn) (tpi_return (tpe_cell Tc)) TK (Ta c¢ Tc)).

: pr (ev_deref* (R , E)) (tpi_deref* (tpe_cell Tc)) Tk Ta

o— prRead R Tc Tv
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& pr E (tpi_return Tv) TK Ta.
pr-ev_assign*1l : pr (ev_assign*1l E) (tpi_assign*1l Te Tv) Tk Ta
o- pr E
(tpi_eval Te)
(tpK_lam TK [x][t:tpe x T] tpi_assign*2 t Tv)
Ta.
pr-ev_assign*2 : pr (ev_assign*2 E Cn~) (tpi_assign*2 Tv (tpe_cell Tc)) Tk Ta
o- prCell Cn” Tc Tv~
o- (prCell Cn Tc Tv
-o pr (E Cn) (tpi_return (tpe_noop)) Tk Ta).

C.2 Adequacy Theorems

In this section, we have collected all the adequacy theorems for the meta-representation of MLR. We do
not show the proofs. Here, X is the signature displayed in Section C.1.

C.2.1 Syntax

Adequacy theorem C.1 (MLR expressions)

There 1s a compositional bijection ™7 between MLR expression with free variables among x1, ..., 2y
and cells ¢1,. .., ¢m, and canonical LLF objects M such that the judgment

Z1:exp,...,Tp exp,c1:cell ... cpicellly M 1) exp

15 dertvable. O

Adequacy theorem C.2 (MLR types)
There 1s a bigection ™7 between MLR types and canonical LLF objects M such that
Fx M tp

15 derivable O

Adequacy theorem C.3 (MLR instructions)

There is a compositional bijection ™ 7 between MLR instructions with free variables among x4, ..., zy
and cells ¢1,...,cm, and canonical LLF objects M such that the judgment

Z1:€xp,...,Tn:exp,c1:cell ... ¢p:cellly M ) instr

15 dertwable. O

Adequacy theorem C.4 (MLR continuations)

There is a compositional bijection ™ 7 between MLR continuations with free variables among x1, ..., 2y
and cells ¢1, ..., ¢m, and canonical LLF objects M such that the judgment

Ty:exp,...,Tn exp,cricell ... cnicellly M ) cont

15 dertvable. O
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Adequacy theorem C.5 (MLR stores)

There is a compositional bijection "7 between MLR closed stores mentioning cells ¢1, ..., ¢m, and
canonical LLF objects M such that the judgment

c1:cell,...,cm:cellbs M 1 store

s dertvable. |

Adequacy theorem C.6 (MLR Answers)

There is a compositional bijection "7 between MLR closed answers mentioning free cells ¢1, ..., ¢m,
and canonical LLF objects M such that the judgment

c1:cell ... ¢yp:cell by M ) answer

15 derivable. O

C.2.2 Typing

Adequacy theorem C.7 (MLR expression typing)

Given an MLR expression e and a type T, there is a compositional bijection between derivations of

CLITI, ooy CpiTp; T1iTL, .., TniTh FC €T
Q r
and LLF objects M such that
cr:cell, ..., cpicell, ty:tpec ¢ "T, ..., tyitpe ¢ "7, by M fhtpe Tel Fr
T1:€xp, ..., Tnp:exp, t):tpe x1 T, ..., t, tpe x, "T.7
15 derivable. O

Adequacy theorem C.8 (MLR instruction typing)

Given an MLR instruction i and a type 7, there is a compositional bijection between derivations of

. e AN
CLITL, oy CpiTp; T1ITY, ., X Ty FdrT
Q r
and LLF objects M such that
cr:cell, ..., ¢picell, tll:tpc c1 '_7'1,_', R tg,:tpc cp erI—I, by M ftpi M0 Fr
Zr1:exp, ..., Tp:exp, tyj:tpe xy "m 7, ..., 1 tpe x, 7.7

1s dertvable. |
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Adequacy theorem C.9 (MLR continuation typing)

Given an MLR continuation K and types T and 7', there is a compositional bijection between deriv-
ations of

/ r LK g /
CLITL, .., CpiTp; T1:Ty,...,En T, F° K :T=7T

Q r

and LLF objects M such that

cr:cell, ..., cpicell, ty:tpc ¢ "1, ..., tpitpe ¢ "7, e M tpK T Fr1 Fp
. . 1. / /. ! P>
Ti:€xp, ..., &p:exp, ti:tpe 1 "7, ..., t, tpe x, "7.7
1s derivable. |

Adequacy theorem C.10 (MLR store typing)

Given an MLR store S, there is a compositional bijection between typing derivations of

CLITL, ..., Cp Ty FS e =wp,. .. c, = i chorl, o T
Q S Q
and LLF objects M such that
ci:cell, ..., cyicell, ty:tpc cg ", ..., t,itpe ¢ T, b M s rgn
/. /. /. N e /. U X frtp
cy:cell, ..., c,:cell, ty:tpc ¢y "1, ..., 1, itpc ¢, "7,

is derivable. If some of the ¢;’s coincides with some of the ¢}’s, we include only the declaration for one
of these occurrences in the LLF signature above. a

Adequacy theorem C.11 (MLR answer typing)

Given an MLR answer A, there is a compositional bijection between derivations of

CLiTy, .., T FPa T
—————
Q
and LLF objects M such that
cy1:cell, ooy Cprcell F oA oA
tiitpc ¢ "1, ..., t,itpe ¢ T Fs M tph Ta Tr
1s derivable. o
C.2.3 Evaluation
Adequacy theorem C.12 (MLR store items)
Given a closed MLR store S = (¢c1 = v1,...,¢n = Uy), there is a compositional bijection between pairs
¢i =v; in S and LLF objects M such that
c1:cell, ..., Cp:cell, FoA oA
hiicontains ¢; "v1", ..., h, contains ¢, "v,” Fo M fread T Tui

is derivable. O
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Adequacy theorem C.13 (MLR store contents)

There is a compositional bijection between MLR stores S = (c1 = v1,...,¢n = vy) and LLF objects
M such that

:cell rcell
Cq ACG s ) . , Cp Ace 3 ) i - }_E M'ﬂ’ collect rS—|
hi?contains ¢y "v;, ..., h,icontains ¢, v,
s derivable. O
Adequacy theorem C.14 (MLR evaluation)
Given a closed MLR continuation K, a closed instruction i, a store S = (¢1 = vq,...,¢, = vy) and

an answer a, there 1s a compositional bijection between derivations of
KFisga
and LLF objects M such that

c1:cell, ..., Cp:cell,

A i A ) Fs M frev TKT T Tg?
hyicontains ¢; "v17, ..., h, contains ¢, v, f

Un

15 derivable. O

C.2.4 Type Preservation

Adequacy theorem C.15 (MLR type preservation for context items)

Given a closed MLR store S = (¢c1 = v1,...,¢n = Un), a store context Q@ = (c1:71,...,¢n:Ty) and an
LLF objects R; and T; such that the judgments

cy1:cell, ..., Cp:cell, -
R . . . R; ft read T¢;7 Mo,
[h1 ‘contains ¢; "w17, ..., h, contains ¢, Twv," s Bift ! !
c1:cell, ..., Cp:cell, -
T; fttpe "o T1?
[tl:tpc ey "mY, ., tyitpe ¢ T s Tifrep ' !
are derivable, there exists an LLF objects M such that
cy:cell, ..., Ccp:cell]
hy:contains ¢; "vy 7, ..., h,:contains ¢, "v,7,
ti:tpec 1 "m 7 sy tnitpe e T
p1prCell hy iy, ..., Pn'prCell h, t,

Fx M fiprRead ¢; "v;0 "1 R; t; T;

is derivable. O
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Adequacy theorem C.16 (MLR type preservation for contexrts)

Given a closed MLR store S = (¢c1 = v1,...,¢n = vy), a closed store context Q = (c1:71,...,¢n:7Tn),
and LLF objects T and C' such that the judgments

[le.fceo];l];ains er Tup T, : ;L:?Cceo];:ains cn v, :| Fo €1 collect TS5™
et et s s e
are derivable, there exists an LLF objects M such that
c1:cell, ..., Cp:icell,
. ; [ . ; r 7
?11:.1:0;0“;11'12:1, e : fnn:.tC;:tcillll‘srnc"n) ol ks M fr prCollect "S7 C' T
p1iprCell hy iy, ..., PnprCell h, t,
s deriwable. O

Adequacy theorem C.17 (MLR type preservation)

Given a closed MLR continuation K, a closed instruction i, a closed answer a, a closed store S =
(c1 = v1,...,6p = vy), a store context Q = (c1:71,...,¢y:Ty), types T and 7', and LLF objects F, T;,
Ty and Ts such that the judgments

cy:cell ..., C,.cell N .
1¢ T P B b coa | Fs Efev TKT T3 Tg?
hyicontains ¢; "wi, ..., hyicontains ¢, "w," |
-cl:cell ..., Cpicell ] -
. o ’ p. o 4| ks Tifrtpi T T
tiitpec er Ty Lo, lpitpe ¢ T T
-clzcell, ..., Cprcell ] - .
T tpK f'l_l I_,}__I I’,}_I_I
[ti:tpec cr "1, ..., tpitpe ¢ T | > Tk fr ep
-clzcell ..., Cpicell |
. ’ r. , p. J r.n Fy Ts fr tps 757
[ti:tpe ¢ Tl L dpitpe ¢ TTp

are dertvable, there exists LLF objects T, and M such that

c1:cell ..., Cpicell
! L4 »p o L P Tufrtpa Ta? TP
tyitpec er 'mY, .. tpitpe ¢ T T
and

cy:cell, ..., Cpicell,

hy:contains ¢; vy, ..., h,:contains ¢, v,

ti:tpc 1 "m 7, sy tnitpe en T,

p1iprCell hy iy, ..., Pn:prCell h, t,

Fs M fypr TKY T T77 T2 P E T, Tk Ty

are dertvable. O



Appendice D

Cut Elimination for Linear Hereditary
Harrop Formulas

In this appendix, we have collected the Elf code and the adequacy theorems for the meta-representation
of the cut-elimination theorem for the logic of linear hereditary Harrop formulas presented in Chapter 6.

D.1 LLF Source Code

In this Section, we provide the complete LLF code implementing the cut elimination theorem for the freely
generated fragment of the language of linear hereditary Harrop formulas. We described the representation
in Section 6.4. The language of formulas is given in Subsection D.1.1. The rules describing the provability
relation for linear hereditary Harrop formulas is implemented in D.1.2. The admissibility lemma for the
two forms of cut of this language is represented in D.1.3. Finally, Subsection D.1.4 contains the LLF code
for the cut elimination procedure itself.

D.1.1 Formulas

o : type. %name o A

i : type. %name i T

top o.

with o -> o0 -> o. %infix right 100 with
lolli : o => o => o. Y%infix right 110 lolli
imp o ->o0 > o. %infix right 110 imp
all (i => o) > o.

D.1.2 Provability

% assumptions

int : o -> type. Y‘name int I

207
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D.1. LLF SOURCE CODE

lin : o —> type.

% cut-free proofs

pr : o —> type.

id
clone

top_r
with_r

imp_r
all_r

with_11
with_12 :
lolli_1 :
: pr A

: {t:1}(1lin

imp_1
all 1l

(1in A -o
(int A >

o <T>
D pr A
lolli_r :

(1in A -o
(int A ->
({c:1i} pr

(1in & -0
(1in B -o
pr A

% proofs with cut

pr+ : o —> type.

id+
clone+

top_rt+
with_r+

imp_r+
all_r+

with_11+ :
with_12+ :
lolli_1+ :

imp_1+
all_1+

cut
cut!

Y%name lin L

%name pr D

pr A).
lin A -o pr C)

& pr B
pr B)
pr B)
(A ¢©))

pr C)
pr C)

-0 (lin B -o pr C) -o
-> (1in B -o pr C) -o

(A t) -o pr C)

%name pr+ C

(lin A -o pr+ A4).
(int A -> lin A -o pr+ C)

: <T>
: pr+ A
lolli_r+ :

& pr+ B

(1in A -o pr+ B)
(int A —> pr+ B)
({c:i} pr+ (A ¢))

(1in A -o pr+ C)
(1in B -o pr+ C)

pr+ A

. prt+ A
: {t:1}(1in (A t) -o pr+ C)

: pr+ A
: pr+ A

-o (1lin
-> (1lin

-o (1lin
-> (int

B
B

A
A

-0

(int A => pr C).

pr top.
pr (A with B).

pr (4 lolli B).

pr (4 imp B).

pr (all 4).

(1in (A with B) -o pr C).
(1in (A with B) -o pr C).

(1in (A lolli B) -o pr C).
(1in (A imp B) -o pr C).
(1in (all A) -o pr C).

(int A -> pr+ C).

prt top.
pr+ (A with B).

pr+ (A lolli B).

pr+ (A imp B).

pr+ (all A).

(1in (A with B) -o pr+ C).
(1in (A with B) -o pr+ C).
(1in (A lolli B) -o pr+ C).
(1in (A imp B) -o pr+ C).
(1in (all A) -o pr+ C).

pr+ C.

pr+ C.
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D.1.3 Admissibility of cut and cut!

adm : pr A -> (lin A -> pr C) -> pr C -> type.
adm! : pr A > (int A -> pr C) -> pr C -> type.

%mode +[A!] +[C!] +[D1i!:pr A!] +[D2!:int A! -=> pr C!] -[D!: pr C!] -[_:adm! D1i! D2! D!]
%mode +[A] +[C] +[Di:pr A] +[D2:1lin A -> pr C] -[D: pr ¢] -[_:adm D1 D2 D]
%lex {A! A} {} {D1! D1} {D2! D2}

%% Admissibility of cut
% Last rule of D1 operates on the left-hand side, so not on A

adm_id-* : adm (id X) D2 (D2 X).
adm_clone-* : adm (clone D11 Y) D2 (clone D° Y)
<- ({y1:int B}{y2:1in B} adm (D11 yi y2) D2 (D’ yi y2)).
adm_with_11-% : adm (with_11 D11 Y) D2 (with_11 D’ Y)
<- ({y:1lin B1} adm (D11 y) D2 (D~ y)).
adm_with_12-* : adm (with_12 D11 Y) D2 (with_12 D’ Y)
<= ({y:1lin B2} adm (D11 y) D2 (D* y)).
adm_lolli_1-* : adm (lolli_1 D11 D12 Y) D2 (lolli_1 D11 D” Y)
<= ({y:1lin B2} adm (D12 y) D2 (D* y)).

adm_imp_1-# : adm (imp_1 D11 D12 Y) D2 (imp_1 Di1 D’ Y)
<= ({y:1lin B2} adm (D12 y) D2 (D* y)).
adm_all_1-%* : {Y: 1lin (all B)}

adm (all_1 T D11 Y) D2 (all_1 T D" Y)
<= ({y:lin (B T)} adm (D11 y) D2 (D° y)).

% Last rule of D2 operates on the right-hand side, so not on A

adm_*-id : adm D1 id Di1.

adm_*-top_r : adm D1 ([x:lin A] top_r ()) (top_r ()).

adm_*-with_r : adm D1 ([x:1in A] with_r (D21 x , D22 x)) (with_r (D° , D°"))
<- adm D1 D21 D~
<- adm D1 D22 D" ~.

adm_*-lolli_r : adm D1 ([x:1in A] lolli_r (D21 x)) (lolli_r D”)
<- ({y:lin C1} adm D1 ([x:1in A] D21 x y) (D° y)).

adm_*-imp_r : adm D1 ([x:1in A] imp_r (D21 x)) (imp_r D7)
<- ({y:int C1} adm D1 ([x:1in A] D21 x y) (D° y)).
adm_*-all_r : adm D1 ([x:1in A] all_r (D21 x)) (all_r D°)

<- ({c:1i} adm D1 ([x:1in A] D21 x c) (D’ ¢)).

% Last rule of D2 operates on the left-hand side, but not on A.
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adm_*-clone : adm D1 ([x:1in A] clone (D21 x) Y) (clone D° Y)

<- ({ytl:int B} {y2:1in B}

adm D1 ([x:1in A] D21 x yi1 y2) (D° yi y2)).

adm_*_with_11 : adm D1 ([x:1lin A] with_11 (D21 x) Y) (with_11 D’ Y)

<- ({y:1lin B1} adm D1 ([x:1in A] D21 x y) (D° y)).
adm_*_with_12 : adm D1 ([x:1in A] with_12 (D21 x) Y) (with_12 D° Y)

<- ({y:1lin B1} adm D1 ([x:1in A] D21 x y) (D° y)).
adm_*-1011i_11: adm D1 ([x:1in A] 1lo0l1li_1 (D21 x) D22 Y) (lolli_1 D’ D22 Y)

<- adm D1 D21 D~.
adm_*-1011i_12: adm D1 ([x:1in A] 1011i_1 D21 (D22 x) Y) (lolli_l D21 D° Y)

<= ({y: 1in B2} adm D1 ([x:1lin A] D22 x y) (D° y)).
% no adm_*-imp_11
adm_*-imp_12 : adm D1 ([x:1in A] imp_1 D21 (D22 x) Y) (imp_1 D21 D° Y)

<= ({y: lin B2} adm D1 ([x:1in A] D22 x y) (D° y)).
adm_%*-all_1 : {Y: 1in (all B)}

adm D1 ([x:1in A] all_1 T (D21 x) Y) (all_1 T D’ Y)

<= ({y: lin (B T)} adm D1 ([x:1in A] D21 x y) (D” y)).

% Essential conversions: last rule of both D1 and D2 operates on A

% no rule for top

adm_with_r+with_11 : adm (with_r (D11 , D12)) (with_11 D21) D
<- adm D11 D21 D.

adm_with_r+with_12 : adm (with_r (D11 , D12)) (with_12 D21) D
<- adm D12 D21 D.

adm_lolli_r+lolli_1 : adm (lolli_r D11) (lolli_1 D21 D22) D
<= ({x:1in A1} adm (D11 x) D22 (D’ x))
<- adm D21 D° D.

adm_imp_r+imp_1 : adm (imp_r D11) (imp_1 D21 D22) D
<- ({x:int A1} adm (D11 x) D22 (D° x))
<- adm! D21 D° D.

adm_all_r+all_1 : adm (all_r D11) (all_1 T D21) D
<- adm (D11 T) D21 D.

%h% Admissibility of cut!

% We never need to consider D1

% Last rule of D2 operates on the right-hand side, so not on A
adm!_*-top_r : adm! D1 ([x:int A] top_r ()) (top_r ()).

adm!_*-with_r : adm! D1 ([x:int A] with_r (D21 x , D22 x)) (with_r (D° , D°"))
<- adm! D1 D21 D~
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adm!_*-id
adm!_*-1o0lli_r:

adm!_*-imp_r

adm!_*-all_r

<- adm! D1 D22 D"".

: adm! D1 ([x:int A] id Y) (id Y).

adm! D1 ([x:int A] lolli_r (D21 x)) (lolli_r D°)
<- ({y:1lin C1} adm! D1 ([x:int A] D21 x y) (D° y)).

: adm! D1 ([x:int A] imp_r (D21 x)) (imp_r D7)

<= ({y:int C1} adm! D1 ([x:int A] D21 x y) (D~ y)).

: adm! D1 ([x:int A] all_r (D21 x)) (all_r D°)

<= ({c:i} adm! D1 ([x:int A] D21 x ¢c) (D’ ¢)).

% Last rule of D2 operates on the left-hand side, but not on A.

adm!_*-clone

adm!_*_with_11:
adm!_*_with_12:

adm!_*-1o0l11i_1:

adm!_*-imp_1

adm!_*-all_1

: adm! D1 ([x:int A] clomne (D21 x) Y) (clone D° Y)

<- ({y1:int B} {y2:lin B}
adm! D1 ([x:int A] D21 x yi1 y2) (D° yi y2)).
adm! D1 ([x:int A] with_11 (D21 x) Y¥) (with_11 D° Y)
<- ({y:1lin B1} adm! D1 ([x:int A] D21 x y) (D° y)).
adm! D1 ([x:int A] with_12 (D21 x) Y¥) (with_12 D° Y)
<- ({y:1lin B1} adm! D1 ([x:int A] D21 x y) (D° y)).
adm! D1 ([x:int A] 1lolli_1 (D21 x) (D22 x) ¥) (lolli_1 D° D°° Y)
<- adm! D1 D21 D’
<= ({y: 1lin B2} adm! D1 ([x:int A] D22 x y) (D" y)).

: adm! D1 ([x:int A] imp_1 (D21 x) (D22 x) Y) (imp_1 D* D*~ Y)

<- adm! D1 D21 D’
<= ({y: 1lin B2} adm! D1 ([x:int A] D22 x y) (D" y)).

: {Y: 1lin (all B)}
adm! D1 ([x:int A] all_1 T (D21 x) Y) (all_1 T D" Y)

<- ({y: 1lin (B T)} adm! D1 ([x:int A] D21 x y) (D" y)).

% Essential conversions: last rule of D2 operates on A

adm!_*+clone

: adm! D1 (clone D21) D

<= ({x:1lin A} adm! D1 ([y:int A] D21 y x) (D’ x))
<= adm D1 D’ D.

D.1.4 Cut Elimination

ce: pr+ A => pr A -> type.

%mode -ce +C -D

%lex C
ce_id : ce (id+ X) (id X).
ce_clone : ce (clone+ C1 X) (clone D1 X)

<- ({x: int A}{y: lin A} ce (C1 x y) (D1 x y)).
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ce_top_r : ce (top_r+ ()) (top_r ()).

ce_with_r : ce (with_r+ (C1 , €2)) (with_r (D1 , D2))
<- ce C1 D1
<- ce C2 D2.

ce_lolli_r : ce (lolli_r+ C1) (lolli_r D1)
<- ({x:1in A} ce (C1 x) (D1 x)).

ce_imp_r : ce (imp_r+ C1) (imp_r D1)
<- ({x:int A} ce (C1 x) (D1 x)).
ce_all_r : ce (all_r+ C1) (all_r D1)

<= ({c:1i} ce (C1 ¢c) (D1 c)).

ce_with_11 : ce (with_11+ C1 X) (with_11 D1 X)

<= ({x:1lin A} ce (C1 x) (D1 x)).
ce_with_12 : ce (with_12+ C1 X) (with_12 D1 X)

<- ({x:1in B} ce (C1 x) (D1 x)).
ce_lolli_1 : ce (lolli_1+ C11 C12 X) (lolli_1 D11 D12 X)

<- ce C11 D11

<- ({x:1in B} ce (C12 x) (D12 x)).
ce_imp_1 : ce (imp_1+ Ci1 €12 X) (imp_1 D11 D12 X)

<- ce C11 D11

<- ({x:1in B} ce (€12 x) (D12 x)).
ce_all_1l : {X: 1lin (all A)}

ce (all_1+ T €11 X) (all_1 T D11 X)

<- ({x:1lin (A T)} ce (C11 x) (D11 x)).
ce_cut : ce (cut C11 C12) D

<- ce C11 D11

<= ({x:1in A} ce (C12 x) (D12 x))

<- adm D11 D12 D.
ce_cut! : ce (cut! C11 C12) D

<- ce C11 D11

<- ({x:int A} ce (€12 x) (D12 x))

<- adm! D11 D12 D.

D.2 Adequacy Theorems

In this section, we have collected all the adequacy theorems for the meta-representation of cut-elimination
for the logic of linear hereditary Harrop formulas. We do not show the proofs. Here,; ¥ is the signature
displayed in Section D.1
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D.2.1 Formulas
Adequacy theorem D.1 (Formulas)
There is a compositional bijection ™7 between formulas containing individual constants ¢1, . .., ¢, and
canonical LLF objects M such that the judgment
c1:1,...,cp:iky M {o
ts derivable. O

D.2.2 Provability

Adequacy theorem D.2 (Cut-free derivations)

Given formulas Aq, ..., A;, B1,..., B and C mentioning individual constants cq, ..

compositional bijection " between cut-free deriwations of
Al;-~~;Ai; By,...,B — C
and canonical LLF objects M such that the judgment
cy:1, sy Cp il
zi:int TATY, Lo xiint TATY, | B M fypr TCT
y1:lin "By, ...,y 1lin "B

is derivable.

Adequacy theorem D.3 (Derivations)

Given formulas Aq, ..., A;, B1,..., B and C mentioning individual constants cq,. ..

compositional bijection " between derivations, possibly using the cut rules, of
Al;-~~;Ai; By,...,B — C

and canonical LLF objects M such that the judgment

c:1, sy Cpidy
zy:int "AY, .., zirint TAY, | B M fypr+ TCT
y1:lin "By, ...,y 1lin TB;"

s dertvable.

D.2.3 Admissibility of cut and cut!

Adequacy theorem D.4 (Admissibility of cut and cut!)

., Cn, there is a

,Cn, lthere is a
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1. Let A and C be formulas,and T' = A4, ..
.,¢n. Given LLF terms D’ and D" such that the judgments

mentioning individual constants ey, ..

c:1i,

zy:int TAT) L
foqs CRT
Yy lin "B, L.

c1:1,
xzq:int TAq7,

z7lin TA™

! /
LAL A =B

sy et iy

, z;int TA;T
VA T /

o Yy ilin "B

., Cpi iy
.o, xiint TAT,
yy lin "BY7, ..

oy le{/ “lin rBlI/I/—I,

are derivable, there exists LLF objects 1)’ and M such that

c1:1,
zy:int TA7,

A I rp/ 1
yyilin "B17, ...
yy7lin "BY7, ...

.y Cpidy

., xprint TAT,

, ¥, Tlin "B,
, ¥ ilin TB[T

and
c1:1, sy Cp il
xzy:int A7, ..., x;int TAT
A I rp/1 A I rp!1
yp:lin "B{7, ...,y :lin TBT,
/. s " /o, s 1"
y! :lin "BY7 .0y lin T BT

are derivable;
1.
constants cq, ..

c1:1,

z1:int TA7, L.

€y,

z:int TAT,

yl?lin I_Bl—l, ..

Let A and C be formulas,and I' = A4, ..
., ¢n. Given LLF terms D', D" and D such that the judgments

coy Cpi iy
zy:int AT, L.

LAjand A = By, ..

..y Cpid,

., xprint TAT

P r A7
, x;int TA; T,

.y yl?lin I_Bl—l

are derivable, there exists LLF objects D and M such that

, By, and A” = BY| ..., B]}, be contexts,

Fy D' {pr "TA”

by D" fpr TCT

"g Dﬂpr I_C_I

! Fx M ftadm "A? "C? D' [2:1in "TAT1D" D

., Bi be contexts, mentioning individual

Fs D' {tpr TA™

Fs D" ﬂpr ron

c1:1, .y Cpid,
zyiint TAY) .0 zprint TAT, [ Fs Dfpr TCT
ylflin I_Bl—l, ceey yl?lin I_Bl—l
and
c1:1, ..y Cp i1,

zq:int "AT, ...
i FRT
y1:1lin "By L.

are derivable.

, w;:int TA;7,
., y:lin "B

Fx M ftadm! "A? °C" D' [z:int "ATID" D
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D.2.4 Cut Elimination

Adequacy theorem D.5 (Cut elimination)

Let C be a formula, and T = Aq,..., A;, A = B1,..., By, be contexts, mentioning individual constants
¢1,...,¢n. Then, given an LLF term D such that the judgment

cy:1, sy Cptdy
zy:int TAY, Lo xgiint TAT, | By Dfpr TCT
ylflin I_Bl—l, caey yl?lin I_Bl—l

is derivable, there exists LLF objects D' and M such that

cy:1i, sy Cptdy
zyint TAT, L., xint TAT, | B D frpr+ TCT
yl?lin I_Bl—l, caeey yl?lin I_Bl—l
and
c1:1, sy Cpiid,
zy:int TAY, ..., xpcint TA;T, | Fs M fice TCT D D'
y1:lin "By, ...,y :1lin T BT

are dertvable. |
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